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Resumen

Se presentan los avances' de un proyecto de intervencion didactica que pretende
atender ciertas deficiencias curriculares, relacionadas con la formacion en los
estudiantes de maneras variacionales de pensar, mediante el desarrollo de una
propuesta didéctica sustentada en el enfoque del pensamiento variacional. Para lograr
este objetivo, metodologicamente se considera imprescindible apoyarse en una
interpretacion del concepto “pensamiento variacional” que, ademas de ser clara 'y
univoca, sea coherente con su génesis y evolucion, que permita generar hipotesis
plausibles sobre como fomentar este tipo de pensamiento en los estudiantes. El
analisis critico de la literatura especializada sugiere que el pensamiento variacional
exige una manera dindmica de pensar, en la cual el papel principal lo ocupan las
magnitudes variables, que son objetos matematicos esencialmente distintos de las
funciones. La realizacion didactica se centra en el estudio de la covariacion
exponencial discreta en el bachillerato, desde la perspectiva de las sucesiones
numéricas.

Palabras clave: Pensamiento variacional; Razonamiento variacional; Razonamiento
covariacional; Magnitud variable; Cambio en progreso; Covariacion exponencial.

! Nota: Al momento de la redaccion de este reporte el trabajo se encuentra en desarrollo. Actualmente se ubica en la
fase de planeacion y proceso de la implementacioén preliminar del disefio de intervencion didactica.
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Justificacion y planteamiento de la problematica

La Secretaria de Educacion Publica (2017), en los Planes de Estudio de Educacion Media
Superior en el campo disciplinar de matematicas, plantea una red de competencias que deben
desarrollar los estudiantes, entre ellas, “construir e interpretar modelos matematicos mediante la
aplicacion de procedimientos variacionales” (pp. 78-79). Sin embargo, en tales documentos no se
proporciona al docente ninguna explicacion sobre qué procedimientos son considerados
variacionales o no y porqué, y mucho menos se le proporcionan ejemplos de tales
procedimientos. Tampoco en la literatura especializada de investigacion en Matematica
Educativa encontramos facilmente tales explicaciones y ejemplos claros, ni una descripcion
desprovista de ambigiiedades del significado de términos que son amplia y libremente usados,
como “pensamiento variacional”, “procedimientos variacionales”, “estrategias variacionales”,
etcétera. En muchas ocasiones se les utiliza sin preocupacion alguna por, al menos,
caracterizarlos, no digamos definirlos con cierto rigor o precision. En estas condiciones, tanto el
docente como el investigador se guian por sus propias interpretaciones, no necesariamente
concordantes con las de sus colegas.

Hace tiempo, Vasco (2003) reflexionaba sobre la forma incorrecta en la que se ha
interpretado al pensamiento variacional, enfatizando que éste no consiste en la memorizacion de
formulas, menos en saberse la definicion de funcion, debido a su tratamiento estatico; ni tampoco
consiste en dibujar por el procedimiento de punteo gréaficas cartesianas, al contrario, estos
aspectos obstaculizan y dificultan el pensamiento variacional en los estudiantes, paralizan la
covariacion al restringirse a la forma estatica de una grafica. Aspecto que entra en contradiccion
con la dinamicidad que exige el pensamiento variacional.

Antecedentes

En las investigaciones relacionadas con el desarrollo del pensamiento variacional, es facil
percatarse que el término ha sido utilizado con diferentes significados y desde distintas
perspectivas. A nuestro juicio, sin embargo, no presentan una descripcion que sea coherente con
la génesis (epistemolodgica y cognitiva) y evolucion de dicho tipo de pensamiento matematico.
Para algunos investigadores (Baez et al., 2017; Posso Torres, 2020), el desarrollo del
pensamiento variacional estd relacionado con el estudio de las funciones numéricas, la
construccion de graficas cartesianas conjuntistas, el andlisis de tales graficas y su representacion
tabular. Otros investigadores (Caballero y Cantoral, 2013) conciben que el desarrollo del
pensamiento variacional debe suceder mediante la interaccion de los elementos caracteristicos
del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLVar); para Marifio et al. (2021) el pensamiento
variacional se caracteriza como un flujo de acciones e interacciones permanentes entre
subprocesos de particularizar, conjeturar, relacionar, formalizar y probar. Sin embargo, las
actividades que utilizan los autores en sus propuestas se enfocan principalmente en relaciones
entre nimeros en tablas y en el analisis de graficas cartesianas de funciones conjuntistas, esto
contradice la dinamicidad que exige el pensamiento variacional (Vasco, 2003; Jiménez, 2020;
Jiménez et al., en prensa).

Como resultado de nuestro andlisis critico de la literatura especializada sobre el tema,
hemos llegado a concebir que el pensamiento variacional estd directamente relacionado con el
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estudio de las magnitudes variables. Concebimos a las magnitudes variables como aquellas
propiedades o cualidades perceptibles y cuantificables en los fendmenos y procesos de la
realidad, que por su naturaleza intrinseca son dinamicos. Las magnitudes variables realmente
varian. Estan por doquier presentes en los asi llamados fendmenos o procesos de variacion y
cambio. En el pensamiento variacional el papel protagdnico lo desempefian las magnitudes
variables, que son objetos matematicos de una naturaleza esencialmente distinta a la de las
funciones, mientras que éstas figuran s6lo como actores secundarios, como una de las
herramientas emergentes para la matematizacion de las magnitudes variables y de los procesos
en que ellas intervienen (Jiménez et al., en prensa).

Al estudiar el cambio nos enfocamos en la manera en como una magnitud variable cambia
o varia con respecto a otra. Thompson et al. (2019) consideran que el uso que se le da a este
término resulta ser ambiguo en contextos matematicos. Afirman que la manera adecuada de
interpretarlo consiste en concebir que el cambio que experimentan las magnitudes variables en
procesos o fendmenos de variacion esta sucediendo de manera progresiva en ese momento, €s
decir, que tiene la connotacion de “cambio en progreso”. Las magnitudes variables varian
teniendo un trasfondo temporal, aun y cuando el tiempo no sea una variable relevante. Esta
manera de concebir los fendémenos de variacion hace imprescindible recurrir al uso de
tecnologias dindmicas para su estudio en el salon de clase.

En el estudio presentado por Jiménez et al. (en prensa), asi como por Thompson y Carlson
(2017), los autores conciben que el pensamiento variacional esta constituido por dos
componentes: el razonamiento variacional y el razonamiento covariacional, ambos tienen que ver
con la conceptualizacion matematica de las magnitudes variables. En el primer caso, se despliega
el razonamiento y trabajo matematico sobre una sola magnitud variable en la recta numérica, y
en el segundo, el razonamiento simultaneo y el trabajo matematico sobre dos magnitudes
variables en el plano cartesiano.

Objetivo

La intencién primaria de nuestro trabajo consiste en elaborar una propuesta didactica
basada en el tratamiento dinamico de la covariacion exponencial, para desarrollar maneras
variacionales de pensar en los estudiantes, superando las visiones estaticas, procedimentales y
algoritmicas que eventualmente dominan el tratamiento de las ideas matematicas en el salon de
clase.

Marco tedrico y explicativo

Nuestro marco teorico y explicativo se sustenta en la concepcion de Harel (2008), quien
afirma que el objetivo principal de la educacion matematica consiste en desarrollar en el
estudiante el pensamiento matematico, y que éste se compone de un conjunto de maneras de
entender y maneras de pensar. El autor define a las maneras de entender como el producto
cognitivo particular de un acto mental realizado por una persona, y a las maneras de pensar como
las caracteristicas cognitivas de un acto mental realizado por una persona, reveladas de las
acciones repetidas de sus maneras de entender.
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Por lo tanto, concebimos que para desarrollar el pensamiento variacional en los estudiantes
se deben disefiar estrategias de aprendizaje que le permitan generar maneras variacionales de
entender y maneras variacionales de pensar. A las maneras variacionales de entender las
definimos como el producto cognitivo particular del acto mental de producir imagenes dindmicas
relacionadas con las caracteristicas o propiedades esenciales de las magnitudes variables,
presentes en los fendmenos de cambio en progreso, y a las maneras variacionales de pensar
como las caracteristicas cognitivas del acto mental de producir imagenes dinamicas realizadas
por el estudiante, reveladas de las acciones repetidas de sus maneras variacionales de entender.

Por ejemplo, si un estudiante formula una interpretacion, similar o igual, argumentando
que “las variables algebraicas son simbolos que escogemos de manera conveniente para
representar aspectos cuantitativos esenciales de cierta realidad que intentamos comprender”, esta
evidenciando una manera variacional de entender, porque es un producto cognitivo particular de
su acto mental de interpretar una caracteristica importante de las magnitudes variables. Y si
sostiene mas de una manera variacional de entender es probable que posea, ademads, la manera
variacional de pensar que “las magnitudes variables pueden estar representadas por diferentes
simbolos o literales, segiin convenga”.

En nuestro trabajo, hemos identificado y caracterizado una serie de maneras variacionales
de entender y maneras variacionales de pensar, en los términos mas generales, esto es, referidas a
cualquier proceso de variacion. A partir de ellas, hemos identificado y caracterizado una serie de
maneras variacionales de entender mas especificas, relacionadas con los procesos de variacion
exponencial, las cuales orientaran el disefio de nuestra secuencia de actividades didacticas, para
que los estudiantes del nivel medio superior desarrollen un conjunto de iméagenes, ideas y
herramientas variacionales, estudiando situaciones extra matematicas relacionadas con la
covariacion exponencial. Lamentablemente, no hay espacio aqui para analizar con detalle este
punto. Mas adelante en este documento, en las Tablas 1 y 2, se presentan de manera resumida
algunas de dichas maneras variacionales de entender la covariacion exponencial.

Descripcion general de la propuesta preliminar de intervencion didactica

El disefio didactico comprende tres etapas, cada una de ellas enfocadas en algunas de las
Maneras Variacionales de Entender la Covariacion Exponencial (MVdE-CExp) que se espera
desarrollar en los estudiantes. Obviamente, se abordan en primer término las maneras de
entender consideradas como las méas simples o elementales. En las dos primeras etapas se
consideran situaciones que involucran casos de covariacion discreta, tanto creciente como
decreciente, y en la tercera etapa se consideran situaciones que involucran covariacidon continua.

Etapa Introductoria
En la etapa introductoria se espera promover la imagen dindmica de la fenomenologia del
crecimiento y decrecimiento exponencial, asi como la identificacion del comportamiento

exponencial que tiene una magnitud variable y su representacion dindmica en el plano cartesiano.
Las actividades cognitivas que se plantean en esta etapa involucran las siguientes MVdE-CExp.
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Tabla 1

Maneras Variacionales de Entender la Covariacion Exponencial.

MVdeE-CExpl

Una magnitud variable de comportamiento exponencial se caracteriza por el hecho
de que su factor de crecimiento o decrecimiento es igual a una constante positiva
(mayor o menor que la unidad).

MVdeE-CExp2

Los valores numéricos consecutivos de una magnitud variable de comportamiento
exponencial forman una sucesion geométrica (creciente o decreciente),
Yn+1 = 'Yn, T €slarazon de la sucesion geométrica.

Fuente: Elaborado por los autores.

Etapa Intermedia

En la etapa intermedia se pretende que los estudiantes identifiquen, analicen y expresen de
manera algebraica importantes relaciones cuantitativas entre los valores numéricos de las
magnitudes variables (independiente y dependiente), involucradas en cada una de las situaciones
planteadas en la etapa introductoria. Entre ellas, las relaciones suma-multiplicacion, resta-
division considerando cambios unitarios y arbitrarios, positivos y negativos. Estas relaciones
cuantitativas en buena medida caracterizan la esencia de la covariacion exponencial, y subyacen
al entendimiento del concepto de logaritmo y sus propiedades. Las actividades cognitivas que se
plantean en esta etapa involucran las siguientes MVAE-CExp.

Tabla 2

Maneras Variacionales de Entender la Covariacion Exponencial.

MVdeE-CExp3

Si la magnitud variable independiente x aumenta (disminuye) una unidad,
entonces la magnitud variable dependiente se incrementa (decrementa) por un
factor constante r, y ese factor constante es la base de la expresion algebraica
exponencial para esa relacion de covariacion.

MVdeE-CExp4

Si la magnitud variable independiente x aumenta (disminuye) n unidades,
entonces la magnitud variable dependiente aumenta (o disminuye) respecto del
estado anterior en forma proporcional: m(x + n) = m(x) - r™.

MVdeE-CExp5

Una magnitud variable m covaria exponencialmente en dependencia de la
magnitud variable x, si para dos valores cualesquiera de ésta x;y x, = x; + h, los
correspondientes valores de m satisfacen la relacidon cuantitativa

m(x; + h) = m(x;) - m(h).

MVdeE-CExp6

Una magnitud variable m covaria exponencialmente en dependencia de la
magnitud variable x, si para dos valores cualesquiera de ésta x;y x, = x; — h, los

correspondientes valores de m satisfacen la relacidon cuantitativa

m(x; —h) = %

Fuente: Elaborado por los autores.

Hasta esta etapa se ha llegado en el momento de escritura de este reporte.
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Etapa final

En la etapa final se espera introducir la nocién de funcidon exponencial como modelo de la
covariacion exponencial, pero ahora a partir de situaciones realistas de covariacidon continua.

Resultados esperados

La intencién primaria de nuestro trabajo es presentar una propuesta didactica basada en el
tratamiento dindmico de la covariacion exponencial, para desarrollar maneras variacionales de
pensar en los estudiantes, superando las visiones estaticas, procedimentales y algoritmicas que
eventualmente dominan el tratamiento de las ideas matematicas en el salon de clase. En virtud de
ello, el resultado mas importante que se espera consiste en obtener evidencia solida que permita
valorar si nuestra propuesta contribuye o no a promover en el estudiante el desarrollo de maneras
variacionales de pensar en un contexto centrado en el estudio de la covariacion exponencial.
Esperamos poder constatar si fue o no posible lograr que el estudiante identifique y formule
algunas de las caracteristicas cuantitativas esenciales de la covariacién exponencial, a partir de la
coordinacion conjunta y simultanea entre los valores numéricos de magnitudes variables que
intervienen en fendmenos, y que se modelan mediante sucesiones aritméticas y geométricas.

Los avances presentados hasta el momento dan lugar a que posteriormente pueda llevarse a
cabo el refinamiento del disefio didactico, la implementacion oficial del mismo, y abordar las
acciones relacionadas con la fase de valoracion y analisis, para continuar con el desarrollo del
proyecto de intervencion didactica.
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