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Resumen

El presente taller tiene por objetivo de capacitar a los docentes en el uso de
GeoGebra y establecer el uso de esta herramienta en la construccion y disefio de
superficies acotadas y de solidos no convencionales que se presentan el curso de
calculo multivariable. Realizar el esbozo de las graficas de superficies y s6lidos no
convencionales conlleva una gran dificultad para ser graficadas mediante la forma
tradicional, es decir a lapiz y papel, usando GeoGebra AR permite acoplar los
conceptos matematicos en su vista grafica 3D y extenderlas a un entorno de realidad
aumentada. El uso de la geometria dindmica permite que el estudiante pueda obtener
una comprension de los conceptos tedricos y plasmar sus aplicaciones en forma
interactiva en un entorno visual espacial de las superficies y solidos; dicha
interaccion se convierta en una herramienta potencial de aprendizaje significativo.

Palabras clave: GeoGebra AR, Superficies Acotadas, S6lidos no Convencionales,
Parametrizacion.
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Introduccion

Realizar la construccion del esbozo de gréficas en el espacio tridimensional concierne una
dificultad mayor si nos limitamos solamente a efectuarlas en una superficie plana, es decir, a
lapiz y papel (Flores et al., 2022) el desarrollar estas graficas conlleva a tener un buen criterio de
abstraccion y de experiencia basada en el ensayo y error hasta establecer un criterio 6ptimo para
graficar en forma aceptable superficies acotadas y solidos no convencionales en R>. Esta
dificultad se presenta los estudiantes de ingenieria en el curso de célculo de varias variables, en
el cual tienen que representar superficies acotadas y so6lidos no convencionales en R®. Segin
Flores y Espejo (2022) la aplicacion de GeoGebra AR permite establecer la conexion entre el
objeto matematico y el entorno virtual y de esta manera se obtiene una inmejorable
visualizacion, percepcion, manipulacion y comprension del esbozo de superficies y de solidos no
convencionales y que a su vez hacen posible proyectar estos sélidos sobre un proyeccion sobre
un plano coordenado y realizar una descripcion ordenada para luego calcular el volumen o masa
de dicho s6lido, mediante una integral iterada (Espejo y Flores, 2022)

Ante esta situacion Massa (2015) menciona que la creacion de ambientes enriquecidos con
TIC puede propiciar ambientes mas flexibles para el aprendizaje, eliminan barreras de espacio y
tiempo para la interaccion entre el profesor y los estudiantes, incrementen la comunicacion y el
aprendizaje autonomo.

También, Ortiz (2012) y Scaglia (2008) coinciden que hay muy poco énfasis en preparar a
los futuros docentes a utilizar en forma eficaz el software GeoGebra en una clase real. Y es bajo
las recomendaciones y reflexiones de estos investigadores que presentamos el taller:
Construccion de superficies acotadas y solidos no convencionales mediante GeoGebra AR, en
donde el objetivo principal es de capacitar al docente en el manejo de las herramientas comandos
y sintaxis que el software GeoGebra presenta en su plataforma web.

Fundamento Matematico

Para realizar las construcciones de las superficies y de los sélidos no convencionales,
establecemos los siguientes conceptos del calculo multivariable y que se va a enlazar con la vista
grafica 3D de GeoGebra mediante los comandos curva y superficie.

Curva Paramétrica

Segin Pay4 (2008), un conjunto I' = {y(t)/a < t < b} en R3 es una curva paramétrica, o
simplemente una curva en R® y que el camino y recorre o parametriza I'. Los puntos y(a) y y(b)
son, respectivamente, el origen y el extremo del camino y. Cuando y(a) = y(b) se dice que y es
un camino cerrado.

Siy:[a,b] = R3 es un camino en el espacio, entonces se puede escribir de la forma
siguiente:

y(@) = x@®),y(®),z(t)) = x(O)i + y(©)j + z(Dk (1
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Donde x, v, z son funciones continuas de [a, b] en R. Decimos entonces que la curva C
establecida por el camino y tiene ecuaciones paramétricas de la forma.

x = x(t)
C:Ry =y(t) ()
z = z(t)

Superficie Paramétrica

Segtin Larson (2010) sean las funciones x, y y z de variables u y v, continuas en un
dominio D del plano uv. Al conjunto de puntos (x, y, z) dado por
r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k

3)
Se le denomina superficie paramétrica. Ademas, las ecuaciones
x =x(u,v)
Sy =ywv) (4)
z=2z(u,v)

Son las ecuaciones paramétricas de la superficie. Si S es una superficie paramétrica dada
por la funcion vectorial r, entonces S es trazada por el vector posicion r(u, v) a medida que el
punto (u, v) se mueve por el dominio D.

Conjunto Convexo

Segtn Besada (2001), un conjunto A € R™ es convexo si dados dos puntos cualesquiera
x,y €A, tx + (1 —t)y € A,paratodo t € [0, 1].

Coordenadas Cilindricas

Segun Larson (2010), un punto P(x, y, z) en el espacio es representado por la terna
ordenada (r, 8, z), donde (1, 8) es una representacion en coordenadas polares de la proyeccion
del punto en el plano coordenado XY y z es la distancia dirigida de (7, @) al punto P, tal como se
muestra en la figura

.

eP(x.y.2)
, (n8,2)

x = rcoy

- -
= -
-
-

‘ y = rsen (8)

Figura 1. Coordenadas cilindricas.
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Para la conversion de coordenadas, de rectangulares a cilindricas y viceversa y se utiliza la
siguiente relacion.

De coordenadas cilindricas a rectangulares

x =rcos(0)

r=>0
y=rsen(6),  g<g<oarv-n<O<n ®)
z=2z
De coordenadas rectangulares a cilindricas.
r? =x% + y?
y r=0
tan(@) =7 o<g<2ztV-m<O<nm ©)

zZ =2

Coordenadas Esféricas

Segun Larson (2010), Las coordenadas esféricas (p, 6, @) de un punto P en el espacio,
donde p = |OP]| es la distancia desde el origen al punto P, 8 es el mismo angulo utilizado en
coordenadas cilindricas (0 < 8 < 2mo—-m <0 <m),y D es el angulo entre el eje z positivo y
el segmento de recta OP. Observe que, p = 0,0< @ <m

~_ P(x,y,2)
(p.6,9)

Figura 2. Coordenadas esféricas

Para la conversion de coordenadas, de rectangulares a cilindricas y viceversa y se utiliza la
siguiente relacion.

De coordenadas esféricas a rectangulares.

x = p sen(¢) cos(0)
y = p sen(¢)sen(6) ()
z = p cos(¢)
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De coordenadas rectangulares a esféricas.

(b= ATy 57
2 2
tan(g) = Y27 (8)

z
tan(0) = %

Las definiciones matematicas que se han presentado permiten la construccion y disefio de
superficies en el espacio y que se enlazan al entorno de GeoGebra mediante los siguientes
comandos.

Comandos de GeoGebra

A continuacion, presentamos la sintaxis de dos comandos de GeoGebra que van a permitir
enlazar y visualizar las definiciones matematicas presentadas con la vista grafica 3D de
GeoGebra y extenderlas a un entorno de realidad aumentada. Estos comandos de acuerdo a la
Wiki de GeoGebra tienen la siguiente sintaxis.

Comando Curva
Curva(< Expresion >,< Expresion >, < Expresion >, < Parametro >, < Valor inicial >, < Valor final >)

Da por resultado la curva paramétrica correspondiente determinada por las expresiones x
(primera <Expresion>), y (segunda <Expresion>) y z (tercera <Expresion>) definidas en funcion

del parametro, dentro del intervalo definido por [Valor inicial, Valor final]

Comando Superficie

Superficie(< Expresion >, < Expresion >, < Expresion >, < Parametro 1 >, < Valor inicial 1 >,
< Valor final 1 >,< Pardmetro 2 >, < Valor inicial 2 >, < Valor final 2 >)

Da por resultado la superficie cartesiana paramétrica 3D correspondiente a las expresiones

x (primera <Expresion>), y (segunda <Expresion>) y z (tercera <Expresion>) indicadas,
utilizando los dos <Parametros> en sus correspondientes intervalos [Valor inicial, Valor final].
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Algebra Herramientas Aigebra Herramientas Algebra

1l (@] < 1] @] < 1] (@] <
Figura 3. Superficies desarrolladas en GeoGebra AR.
Metodologia

La metodologia que se establecio con los estudiantes es de investigacidn-accion, en el
cual los expositores hicieron una indagacion y aplicacion de los comandos, propiedades y
sintaxis que involucran el esbozo de curvas, superficies y solidos en la vista grafica 3D del
GeoGebra, este conocimiento fue transmitida y aplicada por los estudiantes en el cual lograron
ejecutar los comandos que relacionan la parametrizacion de superficies, su respectiva grafica, y
finalmente establecer una descripcion de los solidos sobre un plano coordenado, este
conocimiento ha permitido desarrollar sesiones de clases dinamicas y con un aprendizaje
significativo en el estudiante.

Conclusiones

La aplicacion de GeoGebra en dispositivos méviles permite visualizar superficies
acotadas y solidos no convencionales en forma dinamica e interactiva, estas construcciones
dependen de la parametrizacion de las superficies, en donde se observa la relacion entre los
conceptos matematicos y la sintaxis de GeoGebra, que permiten visualizarlas en su vista grafica
3Dy al extender estas construcciones mediante su herramienta de realidad aumentada a nuestro
entorno real permiten que los objetos matematicos sean manipulables.
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