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Resumen

El propoésito de esta investigacion es identificar vinculos entre: (i) argumentos
historicos que configuraron el Teorema Fundamental Célculo (TFC); (ii) recursos
tecnoldgicos que actualizan esos argumentos; (iii) efectos en la didactica del calculo,
de los recursos y de su actualizacion. Los nuevos significados parciales para la
integral definida que se muestran como efecto de estos vinculos, son el resultado de
una metodologia multimodal que articula la historiografia aplicada a los documentos
de Newton y de Leibniz, con las metodologias del Enfoque Ontosemidtico (EOS) en
lo que refiere a la identificacion de idoneidades mediacionales y epistemologicas.

Palabras clave: Teorema fundamental del célculo, integral definida, Leibniz,
Newton, significados parciales.

Introduccion

La pregunta ;qué tipo de objetos hacen parte de la formacion matematica en programas
como el de ingenieria? se articula con la pregunta sobre ;qué tipos de significados sobre esos
objetos promueven los profesores en sus practicas docentes? La teoria del Enfoque
Ontosemiotico (EOS) destaca: la complejidad de los objetos matematicos en tanto los reconoce
no como un objeto unitario, sino como un sistema complejo formado por componentes o partes
(Rondero & Font, 2015); y la necesidad de considerar significados parciales de estos objetos “en
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términos de practicas y configuraciones de objetos primarios, activados en estas practicas”
(Rondero & Font, 2015, p. 31).

En el caso de la formacion de ingenieros a finales del S. XIX: “se planteaba la controversia
acerca de qué tipo de formacion matematica deberia darse a los ingenieros; los dirigentes del pais
tenian un especial interés por lo practico, lo técnico y lo productivo” (Castro, 1997, p. 9), esta
controversia se mantiene vigente hasta el siglo XXI. El profesor de matematicas que forma
ingenieros se enfrenta a decisiones como: considerar las estructuras matematicas como el tnico
objeto de formacién matematica para el ingeniero o, considerar las aplicaciones de las
matematicas como la razon fundamental de la utilidad de la matemaética en la formacién del
ingeniero (ICMI, 2002). Las practicas de ensefianza de lo que actualmente es reconocido como
Teorema Fundamental del Calculo (TFC) también sobrelleva dichos problemas. En efecto, el
primer inconveniente de considerarlo complicado se debe a sus conceptos matematicos
implicitos y explicitos (Kirsch, 2014; Robles et al., 2014; Fuente et al., 2010; Tall, 1992). La
segunda postura problematica se adopta porque, en el mejor de los casos, el TFC solo es
recordado por su utilidad (Bressoud, 2011; Toumasis, 1993). Sin embargo, el proceso de
ensefanza y aprendizaje del TFC tiene dificultades para muchos docentes, porque es frecuente
que algunos de ellos tengan un bajo conocimiento conceptual, incluso a veces procedimental, de
la integral definida (Rosyidi & Kohar, 2018). También, porque muchos profesores no saben
cdmo mejorar su ambiente de ensefianza, o crear secuencias didacticas que busquen la mejora de
la comprension del teorema, ademas de no considerar la complejidad de los objetos matematicos
que se ensefian (Robles et al., 2014). Complementariamente surgen preguntas como ;cual
version del TFC se requiere en la formacion de ingenieros?

Para los estudiantes, los obstaculos al comprender el TFC, radican en la dificultad de
comprender otros objetos matematicos, tales como funcién, continuidad, derivada e integral, o de
relacionarlos entre si, e.g. comprender la correspondencia entre la integral definida y el area.
Estas dificultades conducen a ideas no permanentes y poco cohesionadas entre ellas, que
conlleva a que los alumnos se conformen con imagenes mentales que tienen solo aspectos
parciales de una definicion o de algn ejemplo particular (Thompson & Dreyfus, 2016;
Kouropatov & Dreyfus, 2013; Cordero, 2003; Coelho, 1998; Thompson, 1994; Dreyfus, 1990).
El TFC algunas veces no es teorema, ni es fundamental para los estudiantes (Thompson &
Dreyfus, 2016).

Estas problematicas no son las unicas. Siempre que se aborda un estudio sobre el TFC se
debe considerar que “el teorema fundamental es una piedra angular adecuada para cualquier
desarrollo riguroso del calculo” (Dunham, 2005, p. 90), y ademas que emerge un
cuestionamiento inmediatamente: ja cudl TFC se hace referencia? Se suele presentar, por
ejemplo, entre todas las versiones que existen del TFC (Fullerton, 2003) e incluso de lo que es
recordado por algunos profesores (Toumasis, 1993), la siguiente version:

Teorema Fundamental del Calculo:
Sea f una funcion continua en el intervalo [a, b],

() Sigkx) = f;cf(t)dt, entonces g'(x) = f(x).
(2) f: f(x)dx = F(b) — F(a) donde F es una antiderivada de f, es decir, F'(x) = f(x),
(Stewart, 2015)
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Como un elemento de esta problematica hay que sefialar que cada texto universitario
aborda el TFC desde diferentes puntos de vista. Por ejemplo, alternan el orden de (1) y (2), o
varian presentando primero la integral definida o el problema del area, y posteriormente, la
integracion por sustitucion o las sumas de Riemann (Stewart, 2015; Larson & Edwards, 2014;
Zill & Wright, 2010; Thomas, 2006).

Desde la educacion matematica universitaria se han ofrecido diferentes soluciones, por
ejemplo, las que se desarrollan desde las huellas que los problemas de ensefianza y aprendizaje
del TFC dejan y que se plantean a la comunidad de investigadores. En esta perspectiva, se cuenta
con un estudio de caso de la transposicion didactica de la demostracion del TFC (Klisinska,
2005); otra investigacion que indaga sobre la comprension del vinculo entre derivadas e
integrales (Coelho, 1998); otra mas que plantea definir de otra manera los diferenciales, y desde
alli, tener otra perspectiva del TFC (Biehler et al., 2017; Thompson, 1994); y desde el marco de
la abstraccion reflexiva, se cuenta con el analisis del concepto de integral definida (Aranda &
Callejo, 2015). Se dispone de investigaciones alrededor de la parte evaluativa del TFC (Ponce,
2014) y también sobre como los estudiantes lo aplican a problemas fisicos y gréaficos
(Bajrachrya, 2014). Lo anterior también se vincula a la relacion que el EOS manifiesta en:

La preocupacion por el significado de los términos y conceptos matematicos lleva directamente a la
indagacion sobre la naturaleza de los objetos matematicos, a la reflexion epistemoldgica sobre la
génesis personal y cultural del conocimiento matematico y su mutua interdependencia”(Godino &
Batanero, 1994, p. 4).

En el caso especifico del TFC la génesis cultural a la que alude el EOS esté4 vinculada a las
reflexiones personales de Newton y de Leibniz. Los dos investigadores llegaron al TFC
resolviendo un problema comun y de gran dificultad de la época: el problema inverso de las
tangentes y su relacion con aquel de hallar areas (Scriba, 2014). Ademas, como aspecto de total
relevancia: ambos ofrecieron lo que se reconoceria hoy en dia como tablas de integracion,
mostrando asi un algoritmo para el uso de la soluciéon que plantearon (Mufioz-Villate, 2021;
Scriba, 2014; Bressoud, 2011). Se puede decir entonces que ellos dos vieron la importancia de
esta nueva herramienta matematica, mas alla de lo desarrollado por Barrow, Wallis, Fermat,
Descartes, van Heuraet, Sluse, Hudde, y otros tantos matematicos contemporaneos suyos, a los
cuales no se les puede desconocer de ninguna manera su aporte a la invencion del analisis.

Para los escritos de Newton se tiene a disposicion un amplio abanico de escritos desde su
fuente primaria. Por ejemplo, se cuenta con su manuscrito “The October 1666 Tract on Fluxions’
recuperado gracias al trabajo de The Newton Project (1liffe, 2011). A partir de este tratado, se
puede realizar una presentacion alternativa de la parte dindmica del TFC (Mufoz Villate, 2021,
2022; Bressoud, 2011). Se cuenta también con las obras sobre Newton de historiadores de primer
nivel como Marco Panza y Niccold Guicciardini (Guicciardini, 2011; Panza, 2005).

2

En el caso de Leibniz, es mas dificil recuperar toda su fuente primaria. Sin embargo, se
cuenta con un argumento que hace parte de lo que se reconoce como TFC, y que fue publicado
en el afio 1693 en la revista “Acta Eruditorum” (Swetz, 2015). También es posible tener a
disposicion los trabajos restaurados en Gottfried Wilhelm Leibniz Bibliothek, en parte por
Siegmund Probst y su equipo. Alli estan los escritos de ciertos periodos, por ejemplo, entre los
afios 1674-1676 (Leibniz, 2008). Se cuenta asi mismo con los escritos de expertos en los trabajos
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matematicos de Leibniz como David Rabouin y Davide Crippa (Crippa, 2019; Chemla et al.,
2016), y del grupo Mathesis, encargado de editar material matematico leibniziano (Mathesis
Project, 2017). Desde este gran insumo en historia de las matematicas, y de las matematicas
mismas, ha sido posible recuperar los argumentos y significados parciales que se mostraran a
continuacion.

Metodologia

Inicialmente se utiliza la metodologia aportada desde la historiografia, es decir, aquella que
permite abordar las matematicas desde el punto de vista de lo que se hace, como una actividad
humana que constituye una historia, mas que ver las matematicas como aquello que se estudia
desde la unién de propiedades de objetos creados por esa actividad (Panza, 2005). Se accedi6 a
los manuscritos de la fuente primaria de Newton y, en la medida de lo posible, de Leibniz. A
partir del estudio de los tratados de Newton (1665-1671) y de Panza (2005) se recupera un
argumento realizado por Hendrick van Heuraet, desconocido en la mayoria de textos
universitarios de célculo, que permite identificar que el problema inverso de las tangentes, el
problema de las areas, el problema de la rectificacion de curvas, y el calculo de las denominadas
antiderivadas, son caras de la misma moneda (Panza, 2005). Asi mismo, es posible hacer un
analisis cronolégico de distintas versiones del TFC en Newton a partir de 1665 hasta 1704
(Munoz Villate, 2022).

Desde el punto de vista newtoniano, abordar el TFC como aquel que enuncia la derivada y
la integral como opuestos, no tiene sentido, porque saldrian directamente de la definicion que
concebia ¢él. Asi que la forma de abordarlo, fue buscando un teorema que resultara analogo a lo
reconocido como TFC. Este es el argumento que se presentara mas adelante y que propicia asi
una entrada distinta, tanto a este teorema como a la integral definida: el teorema de Newton-van
Heuraet (Panza, 2005).

En Leibniz este trabajo requiere mas cuidado. No es posible en este momento realizar un
estudio cronologico del TFC en sus estudios. Ademas, no hay como tal una sola proposiciéon que
pueda tomarse como este teorema dada la ausencia de su demostracion. Lo que si es posible, es
presentar argumentos que hacen parte del sistema que integra el objeto matematico que se
denomina TFC. Luego es posible abordarlo por lo menos desde tres perspectivas leibnizianas:
como la relacién inversa entre los operadores diferencial e integral, desde un argumento
geométrico (que genera el significado parcial que se ilustrard adelante), y desde el trabajo de
1693 como el movimiento de traccion. Este trabajo fue presentado el 22 de junio del 2022 al
grupo Mathesis en una conferencia hibrida (ver http://www.sphere.univ-paris-
diderot.fr/spip.php?article2755&lang=en ).

La metodologia complementaria proviene del EOS por cuanto es un enfoque que
proporciona herramientas para realizar un analisis microscopico de la actividad matematica,
permitiendo identificar la configuracion de los objetos y procesos que intervienen en las
practicas matematicas requeridas en resolucion de problemas, que son la razon de ser de un
concepto. El andlisis aplicado considero la exploracion sistematica de los contextos de uso del
objeto y los sistemas de practicas requeridos en la resolucion de problemas. Este analisis busca
tomar conciencia del concepto complejidad, 1o que conduce a la reflexion del profesor sobre las
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posibles dificultades que pueden surgir en la organizacion del proceso de ensefianza y
aprendizaje, y de los nuevas soluciones que se podrian tener a disposicion (Burgos et al., 2021).

Resultados: Nuevos significados parciales para la integral definida

La nocidn de significado, se vincula, de manera muy recurrente al de comprension, y se
utiliza también muy persistentemente en documentos curriculares, asi como en la investigacion y
la practica de la educacion matematica (Godino, J. Burgos, M. Gea, 2021). Luego tener varios
significados parciales de un objeto matematico permite, como lo propone el EOS, “un analisis
detallado de la actividad matematica, al tener en cuenta la pluralidad de objetos implicados en
dicha actividad, asi como articular las dimensiones epistemologica, semidtica, cognitiva 'y
sociocultural implicadas en la investigacion en educacion matematica” (Godino, J. Burgos, M.
Gea, 2021, p. 4). Es asi como tener varios significados parciales de la integral definida puede
ayudar a mejorar la comprension de este objeto matematico, viéndolo desde la complejidad que
suscitan diferentes perspectivas del mismo.

En el articulo de Onto-semiotic complexity of the Definite Integral. Implications for
teaching and learning Calculus (Burgos et al., 2021) se proponen cuatro significados para la
integral desde el punto de vista de los procesos de instruccion matematica en la universidad.
Ellos son:

1. Cantidad de magnitud acotada entre dos sucesiones de convergentes cantidades. La
magnitud puede ser geométrica, fisica, longitud, area, volumen, distancia, trabajo,
densidad, etc.

, . . X *

2. Limite de sumas de Riemann, fa f®dt= Y, f(x))Ax

3.Funcién acumulativa, G(x) = f; f®)dt

4. Incrementos diferenciales de la funcion acumulativa f: fx)dx=6G(b)—G(a)siG'(x) =

)

Sin embargo, desde el estudio del TFC en los trabajos de Newton y de Leibniz, se puede
afirmar que existen por lo menos dos maneras adicionales de abordar esta integral definida:

5. Cuadratura del area bajo una curva f(x), i.e. relacionar el area bajo una curva con el area
de un rectangulo: [} f'(x) dx = K - [f(b) — f(a)]
6. Transformar transmutar una curva en otra que sea integrable cuadrable.

El EOS nos indica que estos son significados parciales nuevos, porque permitieron resolver
problemas que eran irresolubles (ademas de célebres) hasta el S. XVII. Estos argumentos
emergieron en la actividad matematica de Newton y de Leibniz al buscar resolver dichos
problemas, y la forma en la cual fueron descritas por ellos es novedosa. También es cierto que
estos argumentos no aparecen en los textos universitarios como Stewart (2015), Thomas (2009),
Zill & Wright (2011), comtiinmente usados en Latinoamérica, luego no hacen parte del insumo
con el que cuenta algunos profesores al momento de organizar la ensefianza del TFC. El
significado 5 y 6 parecen haber quedado olvidados en el tiempo, dejados de lado luego del
crecimiento del analisis matematico, que decantd su evolucidn con el uso, por ejemplo, de los
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objetos matematicos de limite y sumas de Riemann. Solo un estudio historiografico podria
develarlos.

El significado parcial 5 puede abordarse desde el Teorema de Newton-van Heuraet
(Mufioz, 2022; Panza, 2005) o desde la demostracion del TFC de Leibniz de 1693 (Muioz
Villate, 2021; Mena, 2014; Lopez, 2011). Como se mencion6 anteriormente, también se cuenta
con los escritos recuperados de The Newton Project y Mathesis Project.

En efecto, Hendrick van Heuraet demostro que, si se cuenta con la cuadratura (el area) de
una curva apropiadamente elegida, es posible rectificar una curva cualquiera. Newton modificd
este teorema de tal forma que se pueda encontrar el area bajo una curva, teniendo la normal o la
subtangente de otra curva apropiadamente elegida. Ver Figura 1.

A groso modo, van Heuraet uso la cuadratura de una curva END y el célculo de la recta
normal MG para hallar la longitud de la curva AML. Newton modific6 estas condiciones
tomando el segmento PG, y obtuvo directamente la cuadratura de la curva END. Asi, este
significado parcial 5 tiene por objetivo retomar la idea original de hallar la cuadratura de una
curva como una aproximacion del area de un cuadrado. Ambos, Newton y Leibniz obtuvieron
este resultado para una gran cantidad de curvas (Mufioz Villate, 2021; Jullien, 2015; Scriba,
2014; Panza, 2005).

Cuadratura
T3 Rectificacién

Recta normal

Cuadratura <&———= Subnormal

H. van Heuraet I. Newton

van Heuraet

Figura 1. Figura propia para describir de forma paralela, el teorema de van Heuraet y la modificacion de Newton

La demostracion completa y la ilustracion de algunos ejemplos, con uso de software
matematico, para este argumento de Newton y van Heuraet, pueden verse en (Mufioz, 2022).

El significado parcial 6 en cambio se puede abordar a partir de la Proposicion VI hecha por
Leibniz en el libro De Quadratura arithmetica circuli ellipseos et hyperbolae, donde escribid 51
proposiciones. La proposicion numero VII es el reconocido Teorema de Transmutacion (Muiioz
Villate, 2021; Mena, 2014; Lopez, 2011).

Se presentara un ejemplo de la construccion de dicha transformaciéon de curvas realizada
por Leibniz, porque el algoritmo general de esta transmutacion estd detallada por David Rabouin
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en Leibniz’s Rigorous Foundations of the Method of Indivisibles (Jullien, 2015). Cabe resaltar
que dicha proposicién es calificada por Rabouin como espinosa. Este calificativo es debido a que
en esencia la Proposicion VI busca relacionar el area de un poligono formado por una funcion
escalonada, y el area bajo una curva dada. La construccion de este poligono es un poco
engorrosa, por eso Leibniz replantea sus ideas y obtiene una mejora en la que sera la Proposicion
VIL

Para realizar la construccion del poligono cuya area serd muy cercana a la curva
transmutada, se debe relacionar primero una curva inicial (la que se va a transformar o
transmutare) con otra curva que sea cuadrable (integrable). Esta construccion que se explicard a
continuacion no es tampoco original de Leibniz: la idea de utilizar la transmutacién en técnicas
de cuadraturas fue enfatizada por Van Heuraet y construcciones muy similares a la de Leibniz se
pueden encontrar en Roberval o Gregory (Jullien, 2015).

Ejemplo Proposicion VI de Leibniz.

Se tomara la curva f(x) = 2v/x sobre el intervalo [0,9]. Esta curva es la que se
transmutara en otra. Posteriormente, se construird un poligono cuya area serd tan cercana como
se quiera al area bajo la curva transformada.

El primer paso es entonces trazar tangentes sobre algunos puntos de la curva elegida. En
este caso, se trazan cuatro rectas tangentes, y se sefialan los respectivos puntos de corte con el eje
y. Se usa en este caso la notacion original de Leibniz, esto es, 1T, ... ,4 T. El segundo paso es
trazar segmentos de recta paralelos a los ejes y y x a partir de los puntos elegidos para las
tangentes y de los 1T, ... ,4 T respectivamente, véase la Figura 2.

8

Tomando f(z) = 2vx
se trazan las tangentes cuyas
intersecciones en el eje-y son

].T: QT: 3T: 4T

g 7

o 2 4 -] 8 10 12 14

Figura 2. Figura propia basada en la Proposicion VI de Leibniz De Quadratura

El tercer paso es construir la curva transmutada. Esta nueva curva se traza a partir de los
puntos de interseccion de los segmentos construidos en el paso anterior. Utilizando, por ejemplo,

el software GeoGebra se obtiene la curva g(x) = v/x , véase Figura 3.
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Tomando los puntos de interseccion entre estas im e
lineas|negras se puede obtener una curva nueva '

(la cunva en rojo). Se puede referir a esta CLV
como |la cuadratrix de la curva verde. o
=

C =

e
4 ,—’//
e
S aas / & e
) 7 glz)=vr
A ,//’ A : o
/ |

-1 a 1 2 3 4 5 =] 7 2 l 10 11 12 13

Figura 3. Construccion de la quadratrix (en rojo) a partir de la curva original (en verde)

El siguiente paso es construir un poligono equipolente a g(x) en [1,9] (desde 1 por ser el
primer punto de tangencia elegido). Para obtenerlo, Leibniz utilizé los puntos F, G, H, I (los
puntos de tangencia inicial) y tomo las rectas secantes entre ellos. Es decir, se trazan ahora las
secantes entre F y G, Gy H,y H e I, y se procede como en el Paso 1, es decir, se hallan los
puntos de corte con el eje y y se construyen segmentos paralelos al eje x. En este caso, los
puntos de interseccion se notaran como P, 0, T, S, véase la Figura 4.

—

: ,// 548

,{'
s

(]

1 o 1 2 2 4 5 a 7 B o

Figure 4. Construccion del poligono que serd equipolente a la curva en rojo.

El quinto y ultimo paso es calcular el area bajo la curva transmutada g(x) y el poligono
recién construido PQRSTNOMP. Utilizando nuevamente GeoGebra se comprueba que

flg Vxdx =~ 17.33 mientras que el 4rea del poligono sera Area((PQRSTNOMP) = 16.48

Claramente, entre mas puntos de tangencia se tomen, mejor sera la aproximacion del area
de este poligono equipolente, véase Figura 5.
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Area de PORSTNOM=16.48
Q R

-1 o 1 2 3 4 5 g 7 2 10

Figura 5. El area del poligono equipolente puede hacerse tan cercana al area bajo la curva en rojo como se quiera.

Conclusiones y reflexiones.

La investigacion historiografica y didactica sobre los argumentos de Newton y de Leibniz
en el estudio del TFC aporta dos significados parciales para la integral definida en el marco de
estudios de significados y amplia la perspectiva de recursos didacticos para la ensefianza y
aprendizaje del TFC.

Gracias al significado parcial 5 se evidencia que el calculo de la longitud de arco de una
curva (rectificacion de una curva) fue histéricamente anterior al de la integral definida, y no en la
forma en que se presenta actualmente en los citados textos universitarios. También, que gracias a
los trabajos de Hendrick van Heuraet, matematico olvidado en varios textos de analisis, Newton
desarroll un teorema que resulta andlogo al reconocido TFC.

Del significado parcial 6 se puede concluir que, aunque pareciera que este significado
parcial fuera similar al significado nimero dos (aproximar el area bajo una curva como suma de
area de poligonos), se puede asegurar que Leibniz relaciona dos curvas y obtiene luego un
poligono equipolente a una de ellas, mientras que Riemann aproxima el 4rea bajo una curva con
un poligono construido a partir de esa misma curva. Lo que si es evidente es que el proceso
riemanniano es mas sencillo en su construccion geométrica que el presentado en esta Proposicion
VI de Leibniz de De Quadratura, ver Figura 6. No obstante, para ciertos ejemplos, esta
aproximacion de Leibniz es mejor que la realizada por sumas superiores e inferiores (o por
derecha o izquierda, segun sea el caso).

Como una reflexion final, uno de los requisitos de los profesores es el de tener méas
recursos para ensefiar objetos matematicos y favorecer su comprension. La historia de la
matematica, y el estudio de sus fuentes primarias, siguen siendo hoy en dia una fuente inmensa
de recursos que podrian aportar, como en este escrito, mas significados parciales de un objeto
matematico, ofreciendo asi nuevas perspectivas, nuevas entradas. Estos estudios se pueden
favorecer con el uso de un software matematico, que participa en este proceso como un mediador
para mejorar la visualizacion y adaptacion de argumentos, que como en este trabajo, eran
inicialmente de corte geométrico.
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Figura 6. Aproximacion del area por la suma superior e inferior en GeoGebra
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