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Resumen

Las principales dificultades en el aprendizaje del 4dlgebra lineal se aluden a su alto
nivel formal y abstracto. Reconociendo la importancia del proceso de abstraccion y
su papel en el aprendizaje de las matematicas y en el desarrollo del pensamiento
matematico, surge el interés por analizar este proceso en la construccion de
conocimientos del algebra lineal, en particular del concepto de combinacion lineal a
través de la interaccion con un recurso de GeoGebra. A través de las tres acciones
epistémicas de reconocer, construir con y construir, que configuran el modelo RBC,
se describen las construcciones de conocimiento abstracto, evidenciadas en el trabajo
de los estudiantes al abordar una situacion de combinacion de colores disefiada en un
recurso digital. El caracter dindmico e interactivo del recurso permite generar
ejemplos aleatorios posibilita identificar regularidades y relaciones entre diferentes
representaciones para establecer conexiones con conocimientos previos y verificar
conjeturas.

Palabras clave: Combinacion lineal; abstraccion; modelo RGB; GeoGebra.
Introduccion
El algebra lineal es uno de los cursos presentes en los planes de estudio de carreras como

ingenieria, economia, estadistica, matematicas y fisica. Su importancia radica en ser una de las
areas con mayor aplicabilidad en diversas situaciones problema de la vida real y de las ciencias
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que pueden ser abordados desde los conceptos que la componen (Mutambara, Bansilal, 2018;
Alvarez-Macea, Costa, 2019). Por lo general, un curso de algebra lineal aborda tematicas como
sistemas de ecuaciones lineales, matrices, vectores, espacios vectoriales, transformaciones
lineales y, valores y vectores propios, de las cuales, por lo general, los estudiantes de educacion
superior solo han tenido un acercamiento previo con la primera tematica.

Para los docentes es evidente que este curso constituye un gran desafi6 para los estudiantes
dado su caracter formal y abstracto (Dorier, 2000; Penagos, Mariiio, & Hernandez, 2017;
Trigueros, 2018; Mutambara & Bansilal, 2018), considerandola como tediosa, de gran
complejidad (Alvarez-Macea, Costa, 2019), generando diversas dificultades y errores en el
proceso de aprendizaje y por tal razon los estudiantes suelen reducir esta area al campo de lo
procedimental (Alvarez-Macea, Costa, 2019), en especial cuando se empieza a abordar
conceptos de un nivel superior como lo es de espacio vectorial y transformaciones lineales. El
estudio de las dificultades y errores en el aprendizaje del algebra lineal ha sido de gran interés
para la comunidad de educadores matematicos (Oktag y Trigueros, 2010; Mutambara & Bansilal,
2018).

Mutambara y Bansilal (2018) a partir de la revision bibliografica de investigaciones
relacionadas con la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal encuentra que las principales
dificultades en el aprendizaje de los conceptos del algebra lineal radican en: la identificacion y
construccion de casos concretos vs genéricos; el desarrollo de pruebas formales; dificultad para
reconocer lo que se debe demostrar para determinados axiomas; falta de conexion con los
conocimientos previos; comprension y uso de lenguaje y notacion matematica; falta de
comprension y produccion de contragjemplos para construir justificaciones; falta de habilidad
para producir ejemplos correctos; dificultades en la aplicacion de algoritmos; interpretacion de
los resultados en un contexto dado; problemas relacionados con la comprension de los conceptos
subyacentes de las operaciones binarias y conjuntos.

Oktag y Trigueros (2010) y Penagos, Marifio, & Hernandez (2017) afirman que existe la
necesidad de realizar investigaciones que no sélo se queden en el andlisis de las dificultades, sino
en la formulacion de propuestas que ayuden a atenderlas. Este es el proposito de nuestro trabajo,
disefar una propuesta de aprendizaje mediado por un recurso de GeoGebra para la comprension
del concepto de combinacion lineal y el desarrollo del proceso de abstraccion, en un contexto
diferente al geométrico que es el que se suele emplear para su introduccion. El trabajo se centra
en el tema de combinacion lineal dado que este es uno de los conceptos fundamentales del
algebra lineal, al estar estrechamente relacionado con conceptos como dependencia e
independencia lineal y espacio generado (Harel, 2018; Mutambara & Bansilal, 2018).

La capacidad l6gico-interpretativa y abstractiva, es un elemento clave en el desarrollo de la
inteligencia matematica y contribuye positivamente al entendimiento de conceptos de otras areas,
necesarios en la resolucion de un problema que implique procesos como modelacion, simulacion,
validacion, entre otros claves en el quehacer un profesional en ingenieria (Edgar &
Antonio,2014; Jaramillo Naranjo & Puga Pefia, 2016). El desarrollo de esta capacidad podria ser
el tinico y més importante objetivo en la ensefianza para el desarrollo del pensamiento
matematico avanzado (Penagos, Marino, & Hernandez, 2017), es por tal razéon que han surgido
marcos tedricos y metodologicos para reconocer los procesos de construccion de conocimiento
matematico bajo el andlisis del nivel de abstraccion del estudiante.
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Modelo RBC

De acuerdo con Hazzan y Zazkis (2005), no existe un consenso frente a un significado
unico, pero si es posible examinarlo desde diversas perspectivas. En la presente propuesta se usa
el modelo abstraccion en contexto (AiC) al ser un marco teérico que integra el enfoque cognitivo
y situado con elementos tedricos de la actividad y el constructivismo (Dreyfus y Kidron, 2014), y
al ser un modelo facilmente replicable y adaptable en diversos contextos de construccion de
conocimiento abstracto, en este caso, el algebra lineal. Es un marco tedrico metodoldgico para un
analisis cognitivo del proceso de abstraccion de los estudiantes al construir conocimiento
matematico. Este modelo se fundamenta en tres conceptos: 1) la matematizacion matematica
(teoria propuesta por Freudental, 1999), entendida como “reorganizacion de construcciones
matematicas previas dentro de las matematicas y por medios matematicos, mediante los cuales
los estudiantes construyen una nueva construccion abstracta” (Dreyfus, 2015, p.2); ii) teoria de la
actividad (propuesta por Davyvod, 1990), en la que se plantea que las acciones ocurren en un
contexto y solo tienen sentido dentro de la actividad en la que tienen lugar, tiene en cuenta tanto
procesos cognitivos como el contexto social y curricular determinado, la abstraccion parte de una
manera simple, no desarrollada y vaga; ii) el contexto, el cual integra cualquier pieza del entorno
presente y pasado que pueda influir en los procesos individuales de construccion del
conocimiento, dentro de ellos se encuentran aspectos histdricos (experiencias previas en el
aprendizaje de las matematicas), aprendizaje (factores curriculares, normas socio-matematicas),
social (compaifieros, familia, profesor), las tareas (Dreyfus y Kidron, 2014).

Los procesos de construccion de conocimiento bajo este modelo se observan a través de
tres acciones epistémicas observables (Dreyfus, 2015): reconocer, el alumno se da cuenta de que
un determinado constructo de conocimiento es relevante en la situacion que se presenta;
construir- con, combinacion de los constructos reconocidos con el fin de lograr un objetivo
localizado y actualizacion de una estrategia, una justificacion o solucién de un problema;
construir, accion central de la abstraccion: Ensamblar e integrar construcciones anteriores
mediante la matematizacion vertical para producir una nueva construccion, usa o expresa una
nueva construccion. Una ampliacion de este modelo es el RBC+C que involucra el proceso de
consolidacidn, cuyos criterios de inmediatez, autoevidencia, confianza, flexibilidad y conciencia
como indicadores de que un conocimiento se ha consolidado, para lo que se requiere de la toma
de datos de diferentes actividades, surge después de la construccion y es empleado en la
construccion de otro nuevo conocimiento (Hazzan y Zazkis, 2005).

Método

En el marco de interés de la propuesta, se desarrolld una investigacion cualitativa, de corte
descriptivo e interpretativo (Hernandez, Fernandez, Baptista, 2014). En primer lugar, consulta de
fuentes primarias y secundarias sobre las dificultades y errores en el aprendizaje del algebra
lineal y el proceso de abstraccion para identificar relaciones entre estos dos aspectos, asi como
identificar los conceptos clave que es necesario centrar la atencidn por ser claves para la
comprension de otros, encontrandose que el concepto de combinacidn lineal es uno de ellos y
sobre los cuales poco que han desarrollado propuestas didacticas para su abordaje. Los resultados
de esta fase conllevaron a la siguiente constituida por el disefio de un recurso educativo digital
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interactivo en el software matematico GeoGebra, en el que se encuentra presente este concepto
en un contexto de combinacion de colores en el modelo RGB, en el que los colores se consiguen
mezclando diferentes proporciones de rojo, verde y azul y se identifica cada color resultante con
un vector de R3, donde cada componente representa la intensidad de los colores rojo (R), verde
(G) y azul (B), cuyos valores varian en una escala de 0 a 255. El uso del recurso estuvo orientado
por una serie de tareas que conllevan al estudiante a explicar y validar sus descubrimientos. En
una tercera fase, recoger y analizar las respuestas de los estudiantes a la luz del proceso de
abstraccion teniendo en cuenta la propuesta tedrica y metodoldgica de Dreyfus.

Esta propuesta se desarrolld con estudiantes de programas de ingenieria de software,
ingenieria industrial y tecnologia en logistica de la institucion universitaria Politécnico
Grancolombiano (Colombia), de la modalidad virtual, que cursaban la asignatura Algebra Lineal.
Cabe mencionar que los cursos de la modalidad virtual cuentan con una estructura de desarrollo
de ocho 8 semanas compuesto por 150 estudiantes y con estrategia de trabajo independiente y
colaborativo. Dentro del modulo, los estudiantes cuentan con foros en los que se pueden registrar
sus inquietudes, propuesta de soluciones a ejercicios o problemas propuestos por el tutor, asi
como dos espacios de encuentro sincronico semanales con el docente para aclarar inquietudes
sobre lo estudiado o profundizar en las tematicas.

Una de las actividades evaluativas es un trabajo colaborativo para el cual se conforman
aleatoriamente grupos de 5 estudiantes. La actividad se desarrolla durante las semanas 3,4y 5, a
través de un foro de debate. El tutor plantea una actividad en la que los estudiantes aplican lo
aprendido durante las primeras semanas del modulo. Toda comunicacion y aportes se debe
registrar directamente en el foro creado para cada grupo. Los encuentros sincronicos de estas tres
semanas tienen como proposito realimentar las soluciones propuestas por los estudiantes, previa
revision de los foros por parte del tutor asi, como dar orientaciones para la actividad a desarrollar
en la siguiente semana. La muestra fue seleccionada por conveniencia teniendo como indicador
el nimero de publicaciones registradas en los foros durante las tres semanas. De los 30 grupos
formados en el curso, se revisaron 15, siendo los grupos que tuvieron un numero mayor a 20
participaciones. Los instrumentos de recoleccion de informacion fue la observacion de la
respuesta dada por los estudiantes a las preguntas que involucran el concepto de combinacion
lineal, cuyas variables de analisis fueron las tres acciones epistémicas del modelo RBC:
reconocer, construir-con y construir, teniendo en cuenta que es una propuesta tedrica y
metodolodgica para describir y proporcionar una vision de los procesos de abstraccion (Dreyfus,
2015).

Resultados

Las participaciones en el foro permiten evidenciar las tres acciones epistémicas
observables relacionadas con el proceso de abstraccion, iniciando en la accion de
reconocimiento, a través de la Construccion-con y terminado en construccion, el siguiente
esquema muestra este proceso con algunos ejemplos tomado de los foros y la produccion de los
estudiantes, como ejemplificacion.
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Tabla 1
Accion epistémica observable: reconocer.
Accion epistémica Reconocer Concepto o Combinacion lineal y sistemas de
observable proceso ecuaciones.
Evidencia

Respuestas a la pregunta: ;Cudl es el vector que representa el color amarillo?

Hola geTean oebemns oefre Dien soie punin g3 e hay earos. oemhisacienes o oo

FOCIIOEE QUE TV BIT0j oM reseitad al color amanbo, ooma b gue miscng 8

I
il
:-'l:i-'-:--:r:-'|1|
)
Tr Uae al sHacy & ool auaicy
! (1 (F0) - afed]-af 8)=(3)
[ n)vefs)ial s)=(r) A Lasa) <1 0 )
[} L .
o 5 (1 Sy | 1 i 4
B - - o ) e

i
Respuesta a la pregunta: Seleccione un vecior [ B ] cuyas componentes sean valores mumericos entre ()

¥ 233 e identifique el color correspondiente en la seccion Configurar Colores. jEs posible obtener el
color seleccionado como resultado de mezelar tonalidades de los colores correspondientes a los

255 [ 0
}'-EE!.I'EI?'-E.':H: i ).(355 .( 0 )5'
§ \255

i, 0 a
Mokt e 1o
GO C PO LAWEAL

Esty e ooy o0 @ e O FOra i o SEEd OF DOADDOESE § FESY 00 v i Beee
Ling commeandniraal o8 Jn SN ST OF SISITORD 0 ITe, TPV EF TANTDECT WRIIITE  wdcdl) e sees L 0 ques Fepas b Bl P eee i 6 poreBnschn e, i aEsegn
Find sl s s i b O SUDID JROr QU ol SENMUMDD CF PRSI FEE N9 0N 01 SUl e canaracen ineal ore ks
- EE— - ol ch o L pom b i im0 s b e e b e e e de
de ecsacires fone ous lewr Jra e milpls sakcén, de o -mvieic ro sede s S, W———
b bvasl ., Bl

Al responder la primera pregunta, los estudiantes reconocen implicitamente la necesidad de verificar por qué
se obtiene un color amarillo para diferentes vectores, de lo cual se dan cuenta que son diferentes tonalidades.
Posteriormente, los estudiantes encuentran sentido a los diferentes resultados obtenidos al responder la
pregunta ;Qué cambios en el color produce la multiplicacion de un vector por un escalar?

El cambio que produce un vector por un escalar hace referencia a la tonalidad que
toma al cambiar el valor que se asigna. Como se muestra en la imagen | es la
tonalidad natural del vector, en este caso el verde; s1 se cambia el valor por un escalar
de decimales 0.756 como se ve en la imagen 2 el tono del verde se oscurece.

Por eso se concluye que entre mas cerca del 1 es mas vivo el color: y entre mas cerca
del 0 su tonalidad oscurece.

Al responder la segunda pregunta los estudiantes reconocen que deben emplear el concepto de combinacion
lineal; sin embargo, al momento de definirlo con sus propias palabras solo reconoce la multiplicacion escalar
dando cuenta de una de una de las dificultades mencionadas por Mutambara y Bansilal (2018) (problemas
relacionados con la comprension de los conceptos subyacentes de las operaciones binarias y conjuntos). Por
otra parte, se reconoce el proceso matematico que se debe emplear para verificar si un vector se puede
expresar como combinacion lineal de un conjunto de vectores dados.

Fuente: elaboracion propia. 2022.
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Tabla 2. Accion epistémica observable: construir-con

ion epistémica Construir-con Concepto o Construciion de vectores particulares
observable proceso usado el concreto y la combinacion lineal.
Evidencia

Junto a la segunda pregunta de la accion anterior, se solicit6 a los estudiantes describir el proceso
matematico que se usa para obtener cualquier color a partir de los vectores dados y luego, verificar por
medio de un proceso matematico, los resultados obtenidos en la exploracion con el recurso. Algunas
respuestas fueron:
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Los estudiantes uzan el concepto de combmacion lineal para solucionar el problema v generar colores v
vectores particulares. Obtienen un sistema de ecuaciones lmeales del desarrollo de la combmacion hineal
y con su solucion encuentran los valores escales, que posteriormente verifican con el recurso.

Fuenzs: elaboracion propea. 20232,
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Tabla 3. Accion epistémica observable: construir

Accion epistémica Construir Concepto o proceso  Conjunto generador
observable

Evidencia
A partir de las actividades desarrolladas en las acciones anteriores, se encuentran algunas evidencias de la
construccion del concepto de combinacion lineal al integrarlo en la construccion de otro concepto de orden
superior.

Para obtener cualquier color se deben multiplicar los escalares (C,, C; ¥ C;) por los
vectores basicos y luego sumar los resultados formando un vector final que serd el que
da el color final, de la siguiente forma:

255 0 0
&0 )+ eaass)+es( 0 )-
0 0 255.

C;(255) C;(0) €3(0) C;(255) + C;(0) + G3(0)
C(0) |+ C(255) |+| C5(0) |= | Ci(0)+ C5(255) + C5(0)
C,(0) C;(0) C5(255) C;(0) + C;(0) + G3(255)

C(255)
C5(255)

que la ecuacion dada se cumpla, debido a que 1*255=255, y 255 es el maximo valor

y (61(255)) El conjunto de nimeros que deben tomar Cy. C2 y Cs. debe estar dado entre 0 y 1 para

que pueden tenera. by ¢

Los estudiantes reconocen un conjunto gensrador v lo usan para general cualgumer wvector del comunto
empleando el procazo de combinacion lineal v caractanzando los valores sscalares an el contexto conerato,
intagrande los resultados obtenidos an las dos acciones antarioras.

Fuents: elaboracion propia. 20232,

Discusion y Conclusiones

De acuerdo con Hershkowitz et al. (2007b), Dreyfus (2015) y Kidron et al. (2014), la
abstraccion suele darse en grupos de estudiantes que interactiian entre si, al tenerse en cuenta las
construcciones individuales y los conocimientos compartidos para construir conocimientos base
que les permite avanzar. Este aspecto se vio parcialmente reflejado en el trabajo de los grupos
puesto que en la modalidad virtual persiste la pasividad, poca participacion e interaccion de los
estudiantes, lo cual se refleja en los pocos aportes frente a la revision a los aportes de
compaferos y comparacion frente a los propios. El avance se dio en los encuentros sincronicos,
en los que el papel del tutor es de gran relevancia al plantear preguntas intercaladas y
orientadoras que le permitia reconocer en profundidad lo que los estudiantes querian expresar,
identificar los errores y las interpretaciones incorrectas que se presentaban y asi avanzar en la
construccion de su conocimiento.

Aunque el proposito del presente trabajo era dar cuenta de las acciones epistémicas
evidenciadas en los aportes de los estudiantes, de los resultados obtenidos y de la experiencias
vivida durante el desarrollo de la propuesta de trabajo colaborativo, tanto en el foro como en los
encuentros sincronicos se alcanz6 a reconocer lo indicado por Dreyfus y Kidron (2014) al
establecer que factores contextuales como la tarea, la historia personal de los estudiantes, el
software de computadora, el maestro y metas de aprendizaje influyen en la construccion del
conocimiento.

En el caso de la tarea, generd motivacion hacia la exploracion y describir lo observado, a lo cual
no suelen estar acostumbrados los estudiantes y suele ser dificil, lo que se relaciona con su
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historia personal frente a sus experiencias previas con las matematicas (Kidron et al., 2014). En
cuanto al recurso de GeoGebra, la interaccion con €1, al permitir variar cantidades y observar los
cambios de color y sus mezclas, permitié dar un sentido a multiplicacion por escalar y la
combinacion lineal en el proceso de mezcla de colores y hacer inicialmente una verificacién con
el recurso y luego validarla matematicamente. Respecto al maestro, se puede ver en lo descrito
en el parrafo anterior.

De acuerdo con lo anterior y que este documento sélo se analizé la actividad de los
estudiantes en una actividad asincronica, se abre la posibilidad a un campo no atn explorado
frente al andlisis de la construccion del conocimiento matematico bajo el modelo de abstraccion
contemplando tanto los factores contextuales descritos por Kidron et al. (2014) como los
espacios de interaccion sincronica y asincronica en una modalidad virtual.
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