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Resumo

Nesta oficina apresentamos uma proposta de ensino sobre ajustes de curvas com a
utilizacdo do software livre GeoGebra. Propomos atividades de ajustes de modelos:
ajuste linear, poténcia e logistico, aplicados a dois problemas experimentais
relacionados a engenharia de processos e um problema sobre Orbitas planetarias. A
escolha pelo GeoGebra se justifica pela praticidade de sua funcionalidade por meio
de interfaces gréaficas, algébricas e planilhas. O objetivo é aproximar o conhecimento
cientifico ao ensino em sala de aula por meio de recursos computacionais,
evidenciando a importancia da utilizacdo desse mecanismo no processo de ensino e
aprendizagem de matematica, além das possiveis contribuicdes com a divulgacao
cientifica.

Palavras-chave: Ajuste de Curvas; Regressdo Linear; GeoGebra; Recurso
Computacional; Dados Experimentais.

Introducéo

Ao desenvolver atividades experimentais o pesquisador pode obter um conjunto de
valores a partir das observages realizadas. Muitas vezes esses valores fornecem informacgoes
importantes sobre como o fenbmeno observado se comporta ao longo do tempo ou durante o
periodo investigado. Dessa forma, pode ser do interesse do pesquisador construir um modelo
matematico que possa descrever o comportamento do problema estudado, a partir dos dados
coletados. Neste caso, uma das formas de construir o modelo é por meio do ajuste de curvas. O
tipo de ajuste dependera do comportamento caracteristico dos pontos dispostos no diagrama de
disperséo (Pazim & Fonseca, 2022).
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Considerando que os valores experimentais podem envolver uma quantidade
relativamente grande de dados, a utilizagdo de recurso computacional assume um papel
importante como facilitador no desenvolvimento de célculos, bem como na representacao
grafica. Neste caso, indicamos as planilhas eletrénicas como um dos recursos computacionais
disponiveis. Dentre as vérias possibilidades, destacamos a planilha do GeoGebra, um software
livre, “cuja interface [dindmica] possibilita o trabalho com varias areas da matematica, tanto do
ponto de vista geométrico quanto algébrico” (Pazim & Fonseca, 2022, p. 4). Assim, além da
vantagem de ser um programa de acesso livre, o carater dindmico de sua interface torna-o uma
6tima opcdo do ponto de vista didatico. Dessa forma, propomos nessa oficina, o
desenvolvimento de atividades com o GeoGebra para implementacdo de métodos de ajustes de
curvas.

Varios pesquisadores destacaram a importancia da utilizacdo de recursos computacionais
em aulas de matematica. Por exemplo, Fey (1989) aponta que a aplicacdo de ferramentas
computacionais a conceitos mais avancados de matematica mostra sua vantagem mais clara em
qualquer situacdo que envolva muitas variaveis inter-relacionadas ou grandes conjuntos de
dados. Assim, 0 acesso a computadores permite que os alunos trabalhem com colecoes
interessantes e realistas de dados numeéricos (Fey, 1989). A pesquisa de Rojano (1996) aponta
que a utilizacédo de planilhas em ambiente de ensino ajudou os alunos na transi¢éo do
pensamento especifico para o geral. Borba (2009) afirma que o uso de software na sala de aula
altera o status da visualizacdo da aula, uma vez que o processo “mais chamativo”, mais dindmico
e interativo de desenhar graficos de funcdes e diferentes figuras geometricas esta se tornando
mais comum nas aulas.

Souza e Calejon (2019) enfatizam que “0 uso do “software GeoGebra” busca a
interatividade auxiliando professor-aluno no processo de ensino — aprendizagem, procurando
novas formas de solucionar as atividades propostas em sala de aula” (p. 232). O referido
aplicativo ¢ muito versatil e pode “ser utilizado em todos 0s niveis de ensino, onde combina a
geometria, algebra, elaboracdo de tabelas, formacéo de gréaficos, e calculos estatisticos em uma
Unica aplicacdo” (Souza & Calejon, 2019, p. 232). Isto posto, o respectivo aplicativo pode ser
considerado como uma ferramenta computacional tanto na comunicacdo/divulgacéo cientifica,
quanto no ambiente escolar com o objetivo de contribuir com o ensino e aprendizado de
contetidos matematicos.

Nesse sentido, considerando as potencialidades didaticas do software, nesta oficina
buscamos evidenciar possibilidades de aproximacao entre teoria e préatica, seja no ambito da
pesquisa ou de ensino. Nas atividades, usaremos a versao on-line do respectivo aplicativo
(https://www.geogebra.org). No que segue delineamos brevemente os procedimentos
metodoldgicos do desenvolvimento da oficina. Advertimos que utilizaremos o ponto (.) como
separador decimal para padronizar com a linguagem do GeoGebra.

Procedimentos metodologicos

Os procedimentos utilizados na realizacao das atividades sdo os descritos por Pazim e
Fonseca (2022). Conforme descrito pelos autores, 0 GeoGebra se destaca pela praticidade e
integracdo dinamica entre planilhas e representacdes analiticas (pontos descritos como
coordenadas) e geomeétricas (diagrama de dispersao) de dados experimentais. Assim, para uma
diretriz a ser seguida na oficina, descrevemos brevemente esta integracdo. Na apresentacdo dos
procedimentos metodoldgicos utilizaremos os dados da Tabela 1.
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Planilha - para exibir a planilha eletronica efetuamos as respectivas etapas: “menu”
(barras horizontais no canto superior direito), posteriormente “exibir” e por fim selecionar a
caixa de dialogo da planilha. Veja a Figura 1.
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Figura 1. Acessando a planilha do GeoGebra.

Ap0s a ativacdo/exibicdo da planilha, inserimos os valores da Tabela 1 e criamos uma
lista de pontos efetuando as seguintes etapas: selecionamos as duas colunas e com o cursor do
mouse no canto inferior direito das respectivas células deverd aparecer um sinal de “+”, clique
com o botdo direito, va para “criar” e posteriormente “lista de pontos”. Automaticamente o
GeoGebra ird exibir o diagrama de dispersdo dos dados na janela de visualizacéo e a
representacdo analitica dos respectivos pontos na janela de algebra. Veja a Figura 2: a esquerda
exibimos os dados na planilha e a direita temos o diagrama de dispersao. Se necessario,
redimensione 0s eixos cartesianos para uma melhor visualizacdo geométrica (aqui, usamos a
proporcao 5:1).
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Figura 2. Criando lista de pontos com o GeoGebra.

Regresséo - com a ferramenta “RegressaoLinear(Lista de Pontos)” na janela de algebra
obtemos a reta de regressdo dos respectivos dados. Simultaneamente é gerada a equacédo da reta
na janela algebra e a representacdo geométrica correspondente na janela de visualizacdo. Veja as
Figuras 3 e 5.
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Figura 3. Acessando os recursos de regresséo no GeoGebra.

Coeficiente de determinacéo - para obter o coeficiente de determinacdo R?da curva de
regressao associada aos dados correlatos, usamos o comando “RQuadrado(Lista de Pontos,
Funcdo)” na janela de algebra. Veja Figura 4.
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Figura 4. Acessando o recurso para o célculo de R* no GeoGebra.

Atividades

Nesta secao propomos trés atividades a serem desenvolvidas na oficina. As atividades,
envolvem dados experimentais relacionados com problemas de engenharias de processos e
distancias médias entre os planetas e o sol.

Atividade 1

Na dissertacdo intitulada Desidratacdo osmdtica e secagem de magcas: I. Comportamento
do tecido em solucBes osmoticas. 1. Modelagem matematica de difuséo, o pesquisador
desenvolve uma pesquisa, cujo objetivo consistiu em “avaliar a integridade celular de magés em
funcdo de tratamentos em solugcfes osmaticas de sacarose e elucidar sua influéncia sobre as
cinéticas de desidratagdo osmatica e de secagem” (Rodrigues, 2003, p. 19). Na Tabela 1,
apresentamos os dados sobre a concentracdo volumeétrica de agua para desidratacdo osmotica
(DO) de macas em solucdo com 40% de sacarose.
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Tabela 1
Concentragdo volumétrica de 4gua na DO de macas em solugdo com 40% de sacarose.

Tempo (horas) | Concentracdo volumétrica de dgua (g/ml)
0 0.899
0.5 0.868
1 0.865
2 0.833
3 0.825

Fonte: Adaptado de Rodrigues (2003, p. 51).

Considerando os valores dispostos na Tabela 1, vamos utilizar o GeoGebra para construir
o diagrama de dispersao e a respectiva curva de regressao. Apos a insercao dos valores na
planilha e a construcao da lista de pontos, conforme delineado na se¢ao anterior, observamos que
os valores apresentam um comportamento linear. Assim, 0 ajuste por uma reta parece ser ideal.
Para realizarmos esse tipo de ajuste, acessamos o “campo de entrada” na janela de algebra e
utilizamos a opc¢éo regresséo linear, como a lista de pontos ja foi construida e nomeada
automaticamente por “11”, basta digitar “RegressaoLinear(l1)” que o software ira exibir o grafico
da reta de regressao na janela de visualizacéo e a expressao algébrica na janela de algebra, neste
caso a reta obtida e o respectivo coeficiente de determinagéo séo

y = —0.024x + 0.889 ¢ R? = 0.913

Na Figura 5, exibimos o diagrama de disperséo, a reta de regressao e o respectivo valor
de R%. O leitor interessado pode acessar o arquivo on-line com a construcio da regressao para
esta atividade através do link https://www.geogebra.org/classic/jgg6caew.
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Figura 5. Diagrama de disperséo, reta de regressao e o coeficiente R> para os dados da Tabela 1.

Atividade 2
Na dissertacdo de mestrado intitulada Efeito do congelamento e da temperatura de
armazenamento na cinética de crescimento de Listeria monocytogenes em salsichas, Massia
(2022) desenvolve uma pesquisa com o objetivo de investigar:
a cinética do crescimento de Listeria monocytogenes inoculadas em salsichas comerciais
do tipo hot dog para entender o efeito do armazenamento sob congelamento no posterior
desenvolvimento desta bactéria em temperaturas desde a refrigeracédo até proximo da
condicdo 6tima de crescimento (Massia, 2022, p. 17).
Para facilitar a visualizacdo dos valores no GeoGebra, apresentaremos os valores
ajustados por uma escala conveniente. Na Tabela 2, disponibilizamos os valores experimentais
obtidos pela pesquisadora.
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Tabela 2

Contagens de L. monocytogenes em salsicha para temperatura de 15 °C com congelamento
prévio de 30 dias.

Tempo (hora) | UFClem? (x 10%) Tempo (hora) | UFClem? (x 10%)
0 0.01000 108 1.40471
12 0.01133 132 2.84291
24 0.01197 144 6.07894
36 0.01624 156 10.96633
60 0.08891 180 11.35695
84 0.33448 - -

Fonte: Adaptado de Massia (2022).

Ao inserir os valores da Tabela 2 na planilha e criar a lista de pontos, observa-se que 0s
dados apresentam um crescimento amortecido (veja Figura 6), sugerindo um comportamento
logistico. Dessa forma, uma regressdo logistica parece bastante adequada, neste caso, utilizamos
0 recurso “RegressdoLogistica(Lista de Pontos)”, digitando RegressaoLogistica(l1), no “campo

de entrada”. Neste caso a curva obtida e o respectivo coeficiente de determinacgéo séo

11.86263

= RZ — 0.
Y = 1+ 68706645.76831e-012712  © 0.98508

Na Figura 6, exibimos o diagrama de disperséo, a curva de regressao e o respectivo valor

do coeficiente R%. O leitor interessado pode acessar 0 arquivo on-line com a construcio da
regressao para esta atividade através do link https://www.geogebra.org/classic/hbyx34yn.
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Figura 6. Diagrama de disperséo, curva de regressao e R* para os dados da Tabela 2.

Atividade 3

Considerando a Terceira Lei de Kepler “o0 quadrado periodo de revolucdo de um planeta é
proporcional ao cubo do semi-eixo maior da sua oOrbita” (Tipler & Mosca, 2002, p. 301), ou seja,
T? = ka3, em que a é o0 comprimento do semieixo maior. Um modo funcional de relacionarmos
0 periodo com semieixo maior é

T = ka3/?

Na sequéncia, apresentamos a Tabela 3 com a distancia média dos planetas ao Sol e seus
periodos de translacdo. Tendo em conta que as excentricidades das Orbitas dos respectivos
planetas sdo proximas de zero (McFadden et al, 2007), podemos considerar o valor da distancia
média de cada planeta ao Sol como sendo o comprimento do semieixo maior da respectiva
orbita.
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Tabela 3
Distancia média dos planetas ao Sol (1011m) com o periodo de revolucdo (em anos).
Planeta Distancia Periodo Planeta Distancia Periodo
(101 m) (anos) (101m) (anos)
Mercurio 0.58 0.24 Jupiter 7.8 12
Vénus 1.1 0.61 Saturno 14 29
Terra 15 1 Urano 29 84
Marte 2.3 1.9 Netuno 45 160

Fonte: Tipler e Mosca (2002) e Stewart (2009).

Com o uso do recurso “RegressaoPoténcia(lista de pontos)” construimos a regressao
poténcia dos dados da Tabela 3. Neste caso a curva obtida e o respectivo coeficiente de
determinacéo séo

T =0.54a'eR? =1
Ja esperavamos R? = 1, visto que os dados ndo sdo empiricos, mas sim referem-se a elementos
teoricos. Vale destacar que a poténcia, valor equivalente a 1.5, ja era conhecida previamente.
Dessa forma, podemos utilizar uma regressao com apenas um grau de liberdade para os
parametros, no caso da fungdo T = ka®/?, o Ginico pardmetro a ser calculado é k. Para isto,
conforme descrito em Pazim e Fonseca (2022), inserimos a respectiva funcdo na janela de
algebra com o parametro k na forma de controle deslizante e com o uso do recurso
“Regressdo(lista de pontos , fungéo)” obtemos

T =0.53a%eR?=1

Note que os resultados sdo praticamente 0s mesmos, 0 que ja era esperado. Entretanto, se
aumentarmos a precisdo para cinco algarismos significativos obtemos:

T = 0.54211a'*%°* e R? = 0.9950 (regressdo com dois graus de liberdade)
T = 0.53227a'> e R? = 0.99989 (regressdo com um grau de liberdade)

Destacamos que a segunda equacao é mais apropriada para o ambiente planetario de Kepler. Na
Figura 7 exibimos o diagrama de disperséo, da curva de regressao e o respectivo valor do
coeficiente R2. O leitor interessado pode acessar o arquivo on-line com a construcdo das
regressOes para esta atividade através do link https://www.geogebra.org/classic/tjvbbphh.

f(x) = 0.53227 x50

R2 = 0.99989
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Figura 7. Diagrama de disperséo, curva de regresséo e R? para os dados da Tabela 3.
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Considerac0es finais

Nesta oficina propomos o desenvolvimento de atividades sobre ajustes de curvas com o
GeoGebra. A ideia central é evidenciar a potencialidade do software como ferramenta
computacional que pode contribuir com o ensino de andlise de regressdo, bem como o potencial
do aplicativo na divulgagdo cientifica.

O foco principal consistiu em apresentar algumas funcionalidades do GeoGebra para em
seguida desenvolver atividades sobre ajuste de curvas a dados tabelados. As atividades propostas
contemplam trés tipos especificos de ajustes de curvas: ajuste linear, ajuste logistico e ajuste
poténcia. Em cada uma das préaticas, apos a constru¢do do diagrama de dispersao, foi realizado o
respectivo ajuste aos dados com os recursos do aplicativo.

As atividades podem ser desenvolvidas em cursos de graduacao, e também, podem ser
adaptadas para o ensino médio, visto que ndo demanda a discussdo de conceitos matematicos
muito sofisticados, pois o foco principal esta na utilizacdo do aplicativo. A caracteristica
dindmica da interface do GeoGebra permite que varias possibilidades possam ser explanadas.
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