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Resumen

Se reporta una investigacion de maestria que surge a partir de una problematica
relacionada a la pregunta: ;Qué¢ significados tienen los objetos estudiados en la
asignatura Topologia? La vision desde la Teoria Socioepistemologica de la
Matematica Educativa, permiti6 la configuracion de significados provenientes de
practicas asociados a algunos conceptos centrales que configuran esta rama de la
matematica. Se propone que todo conocimiento matematico es parte de una
construccion social con historia. En este sentido el trabajo realizado permiti6
identificar relaciones entre significados de medida-métrica-distancia con la
axiomatica del espacio topoldgico. En particular, se identifican significados de
medida en el objeto espacio normado, y significados de distancia en el objeto espacio
métrico, escenarios de posibles resignificaciones de estos en donde se sefialan su uso
y una epistemologia de practicas en funcién de cada contexto.
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Introduccion y planteamiento de la problematica
Cantoral y 1zzi-Prato (2021) mencionan que en institutos de formacion de profesorados de
matematica y universidades pedagégicas de Latinoamérica, se imparten cursos de Topologia a
los futuros profesores de matematica (Chile, Argentina y Uruguay). Ademas, es una asignatura

que aparece en programas de formacion de matematicos y con influencia en carreras
universitarias con perfiles matematicos. Bastan ez al. (2006, 2007) mencionan que, la centracioén
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en objetos abstractos que caracteriza a estos cursos de Topologia, produce una percepcion de
falta de pertinencia de estos cursos en los estudiantes de profesorado de matematica, ya que
posteriormente la mayoria se dedicarian a la ensefianza en educacion secundaria o bachillerato.
Es decir, sucede que el profesor en formacion no percibe la aportacion de este curso a su perfil
profesional especifico.

Bastan et al. (2006), realizan un estudio histérico epistemologico del origen de la
Topologia, y se lo contrasta con el saber ensefiado en la formacion del profesorado. Sefialan que
una definicion como la que se muestra en la figura I es ventajosa desde cierto punto de vista por
su expresion minimalista y generalizadora, pero es desventajosa desde otro, sobre todo para la
ensefanza, porque muestra un alto grado de opacidad en cuanto a los objetos a los que hace
referencia y a los problemas, cuestiones o situaciones que permite abordar y por sobre todo a
aquellos que le dieron sentido a su génesis.

Definicion. Una fopologia sobre un conjunto X es una coleccién 7 de subconjun-
tos de X con las siguientes propicdades:

(1) @y XestanenT.
(2) La unién de los elementos de cualquier subcoleccion de T estden 7.

(3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T estd en
Un q'{)njunto X 'Ipa.ra' el que se ha definido una topologia 7 se llama espacio to-
polégico.

Figura 1. Definicion de Espacio Topologico extraida de Munkres (2002). En los libros de Topologia
usualmente recomendados en los programas como pueden ser Kelley jonh L., (1955); Mendelson (1990);
Munkres (2002) que coinciden con los planteamientos que hemos analizados materiales disefiados para
profesores (a los que hemos podido acceder), se presenta la concepcion de espacio topologico de la
manera que se muestra (con apenas pequeiias variaciones entre una fuente y otra).

La interpretacion que realizan Bastan et al. (2006), podria ser extendida a cualquiera de las
nociones topoldgicas estudiadas en cursos de Topologia, como pueden ser espacios métricos,
continuidad, compacidad, conexion, completitud, etc. Las definiciones se mantienen de manera
abstracta y genérica, opacando, como dicen los autores, los matices de los objetos. También
identifican dificultades y obstaculos protagdnicos en cuanto a la enseflanza de la Topologia. Se
reconoce una pérdida de significados geométricos de las nociones, se mantienen los temas
estudiados a nivel de objetos puros, y las técnicas restringidas a la produccion de demostraciones
que dependen de la significacion que cada estudiante pueda darle, “sin mas razones que la
coherencia loégica que mantienen (los temas) entre si” (p.7). También se identifica que no se
presenta problemas en contextos en donde los saberes involucrados puedan apreciarse con
funcionalidad, no se dan instancias de exploracion, sino que se presentan los temas desde las
definiciones. Sobre el rol de los problemas planteados se menciona que: “aparecen al final de
cada tema como aplicacion, son complejos y aislados, tienen por objetivo hacer que el alumno
adquiera heuristicas que tienen que ver con el trabajo en estructuras matematicas” (p.7). Se
concluye por parte de los autores que “el producto resultante del proceso de reconstruccion es
una organizacién matematica estructural y formalizada, que constituye un “idioma nuevo”,
sofisticado, complejo, del cual no se llega a hacer visible su imprescindibilidad.” (p.10)
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Bastan et al. (2006); Espinoza, (2009) y Marquez Garcia, (2018) referencian y argumenta
que desde punto de vista histdrico, el origen de la Topologia esta vinculado a una generalizacion
de las nociones del Analisis Matematico. Al analizar los libros de texto y apuntes disefiados para
los cursos, se puede observar que solamente en algunos casos, la introduccién a los conceptos de
Topologia se da con una vision coherente a esta que plantean los autores (Hinrichsen &
Fernandez, 1977; Mendelson, 1990). Solamente en algunos casos, esta generalizacion se
comienza con la introduccion del objeto: espacio métrico. Con este, se generaliza la idea de
medida (a través del concepto de espacio normado), para asi poder generalizar teoremas y
definiciones asociados al concepto de limite o continuidad. Usualmente se presenta una
definicion axiomatica del espacio métrico, para luego presentar ejemplos de estos (figura 2),y
concluir con definiciones generalizadas de conjuntos abiertos, entornos, limite, continuidad, en
otros espacios que no sean unicamente [J " con la métrica euclidea usual (aunque si este caso
aparece como ejemplo). En la obra de Frechét de 1906, en donde se reconoce uno de los origenes
de esta rama de la matematica, la idea de espacio métrico es protagdnica.

La problematica a partir de la cual surgen los espacios métricos esta centrada en la necesidad de
definir una distancia o métrica en espacios diferentes a los euclidianos. Frechet se plantea el problema
de generalizar las técnicas utilizadas en los espacios euclideos para reconocer la continuidad de una

funcion definida sobre ellos, a espacios cuyo conjunto soporte no fuera ningtin [1 ” como el espacio
Co de las funciones continuas. Se plante6 abstraer de la métrica euclidea las minimas propiedades

que deba verificar una métrica y que pudieran ser extendidas a un espacio cualquiera. En 1906 define
(...) una nueva clase de espacios, a los que denomina conjuntos (E) de clase (V) en los que se da por
primera vez una definicion general de distancia. (Bastan et al., 2006, p10)

Respecto a los tipos de tareas

»T,: Verificar que ciertos objetos responden al modelo que provee la definicion de espacios

meétricos.

Probar que los siguientes son espacios métricos -
a) IR" con la distancia euclidea: d(x,y) = ;Z(x,- - y,-)2 X=(X1pXp) €Y= (Viyero V)
i=1

b) (IR”’d) donde d(x’ y) =S il(xi 7);!) i

¢) IR con la siguiente métri€d  d(x, y) = max X, -,
Isi<n
d)
Sea X wun  conjunito, x,y en X
do ) 0si x=y
(x,y)=
il [l si x#y

e)

Sea A un conjunto cualquiera y L(A) el conjunto de las funciones acotadas de A

enlR. Sean [ y g pertenecientes a L(A). La aplicacion d(f.'g)=sz{p|j'(x)f g(x)i
xed

es una metrica
Figura 2. Ejemplos de ejercicios para espacios métricos. Extraido de Bastan et al. (2007, p.8).

Raman-Sundstrom (2015) realiza un estudio histérico de la evolucion de la nocion de
compacidad, que se origina en el analisis matematico, y se vuelve primordial en la topologia. Se
muestra claramente, como la nocion evoluciond hasta una definicion genérica funcional para
cualquier espacio topologico, que fue buscada por la comunidad matematica, siendo la
mayormente divulgada en la actualidad. A partir del andlisis de este documento se observo como
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el afan de la generalizacion se sacrifican significados del concepto de compacidad que fueron
importantes en la construccion social de dicha nocidn. Especificamente, la compacidad en
espacios métricos tiene caracteristicas particulares que pueden aportar significados que no se
lograria unicamente con la definicion genérica. Incluso en espacios métricos particulares,
podrian aparecer significaciones y definiciones concretas al interpretar el concepto de
compacidad (figura 3). Esto es coherente con la misma evolucion conceptual de la topologia, ya
que los espacios topoldgicos se pueden considerar como una abstraccion que generaliza las
propiedades de los conjuntos abiertos y cerrados en espacio métricos.

||f =0 = Sup{lf(_\-) ;.\'E[a, b]} d =||f—g||,

T T
I
g d

S

Figura 3. Métrica del supremo entre funciones continuas en un intervalo cerrado. Esta, genera un espacio
métrico en el cual un conjunto es compacto si y so6lo si, es acotado cerrado y equicontinuo (Raman-
Sundstrom,2015). Elaboracion propia.

Estas pistas nos llevaron a enfocarnos en el concepto de espacio métrico, por estar ligado
directamente a la consolidacion de la Topologia, y por involucrar conceptos de medida y
distancia, que podrian significarse en escenarios reales a partir de su funcionalidad. Un objetivo
de esta investigacion fue, poder observar conexiones ente algunas de las nociones de la
Topologia, que son usualmente presentadas de manera muy abstractas, con practicas sociales
concretas. Creemos que esto, podria cambiar la percepcion del profesorado de matematica con
respecto a esta rama de la Matematica. De esta manera nos enfocamos al estudio de los espacios
métricos, y sus posibles escenarios de significacion mediante uso. Las preguntas que nos hicimos
fueron las siguientes:

* ;Qué rol tiene el concepto de espacio métrico en la Topologia?

* Por cudles etapas de construccion social del conocimiento han transcurrido los saberes
interrelacionados de medida-métrica-distancia para conformarse como pensamiento matematico
avanzado? ;Como se vinculan?

Vale la pena sefialar, que estas preguntas se consolidaron en el camino de exploracion y

analisis, y no estuvieron determinadas desde un principio.

Marco Teorico
El marco teorico considerado para esta investigacion es la Teoria Socioepistemologica de
la Matematica Educativa (TSME) (Cantoral, 2016; Cordero et al., 2015, 2022) . Esta teoria
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cientifica del campo disciplinar de la Matematica Educativa, esta dentro del paradigma
sociocultural de la disciplina y estudia la construccion social del conocimiento matematico y su
difusioén institucional. Considera que la sabiduria humana, se conforma tanto en el saber sabio,
como en el técnico o popular (en una jerarquia horizontal en donde ninguno predomina) siendo
una produccion social con contexto y herencia. Se plantea que no considerar estas influencias
socioculturales para intervenciones didacticas seria, en cierto sentido, desnaturalizar los propios
procesos de construccion de saberes matematicos.

La TSME, senala la existencia de un discurso Matematico Escolar (AIME), que norma lo
que se considera como correcto y lo que no en la configuracion de la matematica escolar
(Cantoral, 2016; Cordero et al., 2015). Este es de caracter ideoldgico, y se reproduce no
solamente en libros de textos y programas oficiales (considerados como elementos objetivables
del dME), sino que norma quehaceres tanto de los profesores como de los estudiantes y la
manera que estos se relacionan con el saber matematico. La matemaética, se presenta acabada,
excluyendo las particularidades propias del pensamiento matematico de los estudiantes,
instaurando un dominio epistemoldgico centrado en objetos formales, presentado en escenarios
ficticios ajenos a la realidad del estudiante.

Cordero et al. (2022), consideran que el constructo prdctica social en la Teoria
Socioepistemologica, describe un sistema de complejidad en donde la dimension social del saber
matematico que involucra elementos como: la realidad, los usos del conocimiento, y en términos
genéricos, la gente, se vinculan de manera interrelacionada involucrando las dimensiones
epistemologicas, didacticas y cognitivas del saber. La exclusion de la dimension social del saber
del dME, configura un sujeto olvidado por la matematica escolar. Es necesario recuperarlo, y un
camino es la problematizacion del saber en un sentido socioepistemologico (Cantoral, 2016;
Cantoral et al., 2014), para poder atender las problemadticas en torno a la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas.

Consideraciones Metodologicas

Para desarrollar esta investigacion, se realiz6 una problematizacion del saber matematico
(Cantoral, 2016), segun las cuatro dimensiones del saber: didactica, cognitiva, epistemologica y
social. A grandes rasgos. Para el anélisis de la dimension didéctica, se analizaron textos
escolares que se identificaron con importancia histérica para el desarrollo de la Topologia,
reconstruyendo de ellos la relacion entre espacios métricos y espacios topologicos. Para el
analisis de la dimension cognitiva, se reviso literatura especifica del campo de la Matematica
Educativa que nos diera informacion de las problematicas en cuanto al aprendizaje y ensefianza
de la Topologia. Para problematizar la dimension epistemologica y social, se recurri6 a fuentes
que hicieran viable una historizacion de la nocion de medida (que antes ubicamos relacionada a
la construccion del espacio topologico), de caracter epistemoldgico-filoséficas (Mari, 2005,
2003) y social-antropolégicas (Angel et al., 2010; Cooperrider & Gentner, 2019; Espinoza et al.,
2018; Gyllenbok, 2018; Kula, 1986). Esto permitio visualizar los procesos de construccion social
de nociones de medida-distancia en la historia de las practicas de la humanidad.

Consideramos que cuando se habla de decisiones metodoldgicas, se hace referencia a “toda
eleccion que se toma para la realizacion de un proyecto de investigacion, las cuales otorgan los
aspectos particulares del estudio” (Torres-Corrales et al., 2020). Al comienzo de la investigacion,
no tuvimos definida toda una metodologia a seguir, sino que mantuvimos un plan flexible, que se
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fuera adaptando a la nueva informacion que ibamos obteniendo a partir de los analisis que
realizamos en las diferentes etapas, sin perder de vista los objetivos del proyecto.

De manera global, consideramos el planteamiento metodoldgico para las investigaciones
desde la TSME, propuesto en (Montiel & Buendia, 2012)(figura 4). A lo largo de nuestro
proyecto de investigacion, hemos considerado para nuestra problematizacion del saber segin las
dimensiones del saber, elementos de la epistemologia historica y filosofica, procesos de
resignificacion del saber, en escenarios escolares, profesionales y cotidianos, ademas de un
analisis del dME, y de procesos de institucionalizacion de saberes divulgados en las practicas
humanas en contextos diferenciados. Por esto, creemos que la propuesta metodoldgica que se
sefiala en la figura 4, esquematiza de manera correcta la metodologia empelada en este proyecto
de investigacion.

» Naturaleza epistemolégica del saber
o Epistemologia-Histdrica
o Epistemologia-Filoséfica
o Epistemologia-Genética

» Resignificacién del saber

o En escenarios escolares
o En escenarios profesionales
o En escenarios cotidianos

Andlisis
Socioepistemoldgico

» Transmisién del saber

o Discurso matematico escolar
o Procesos de institucionalizacion

Figura 4. Consideraciones Metodologicas. Recuperado de Montiel y Buendia (2012, p. 68).

Resultados

Para la configuracion de los resultados, se articula de manera coherente, a partir de la
implementacion de un proceso dialectico constante de la informacion obtenida a partir de cada
uno de los analisis realizados. Los resultados se estructuraron de la siguiente manera:

* Se dio evidencias de que la construccion social de algunas métricas con mayor grado de
complejidad, son producto de procesos de resignificacion progresiva del saber (Cantoral, 2016),
y que articulan y posibilitan la comparacion especifica de algunas magnitudes abstractas, como
pueden ser: el valor productivo de terrenos de siembra (Kula, 1986).

* Se explicitan tres niveles de la practica de comparar, con matices diferentes en cada uno.
El primer tipo permite la construccion social de unidades de medida, el segundo permite la
obtencion de medidas de magnitudes, y el tercer nivel permite la expresar cercania o lejania en
términos de la magnitud medida, es decir un concepto de distancia descentrado. En cada caso se
explicitaron escenarios en donde se aprecian estas practicas, que proveen significados de los
saberes en funcion del contexto.
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* Se plante6 un analisis de los objetos espacio normado y espacio métrico, en las practicas
antes mencionadas. Se interpreta una estructura en las practicas equivalente a la estructura en los
objetos. Se toma la postura de que los segundos pueden ser una abstraccion de los primeros, y se
plantea como resultado teorico una Reconstruccion Racional Socioepistemologica que busca
explicitar la relacion entre medida-métrica-distancia y la Topologia (figura 5). Se identificaron
resignificaciones del espacio normado y el espacio métrico, y un teorema en uso: todo espacio
normado genera un espacio métrico / en las practicas en donde se institucionaliza un saber de
medida se genera una nocion descentrada de distancia.

. Todo Espacio ;. -
Espacio Normado . Espacio Métrico
Normado, induce un

Espacio Métrico

Teorema 1. La union finita o
infinita de conjuntos abiertos
es un conjunto abierto.

Teorema 2. La interseccion
finita de conjuntos abiertos,
es un conjunto abierto.

Definicion general
de conjunto

abierto.
Bola abierta B:(X) como una

generalizacion de los
entornos, considerando
otras nociones de distancia.

Teorema 3. Una funcion es
continua, siy sélo si, la
preimagen de un entorno de
f(a), a través de dicha
funcion, es un entorno de a.

Definicidn general
de Continuidad.

Anilisis Real.
Definiciones basadas en
entornosE.(a), con la
norma euclidea usual.

Los teoremas 1y 2, son equivalentes a axiomas de
Espacio Topolégico. El teorema 3, es equivalente a
como se concibe la Continuidad en la Topologia,
condicion fundamental para definir el Homeomorfismo.

Figura 5. Esquema de la Reconstruccion Racional. Esquematiza conexiones entre espacio métrico y espacio

topologico, y posibles significados provenientes de practicas asociados a los espacios métricos. Extraido de (Izzi-
Prato, 2021).
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