XVICIAEIUL [§

Conferencia Interamericana de Educacidn Matematica

Conferéncia Interamericana de Educacdo Matematica
Inter-American Conference of Mathematics Education

1 UNIVERSIDAD [ESIHERI
L DELIMA iulic - 4 agosto 2023 i.ci i
30 julio - 4 agosto 2023 Xvl.claem-iacme.org

Razonamiento covariacional por universitarios
al usar SimCalc Mathworlds

Verdnica Vargas-Alejo

Departamento de Matematicas, Matematicas, Universidad de Guadalajara
Meéxico

veronica.vargas@academicos.udg.mx

Carlos Enrique Flores-Gasca

Departamento de Ingenieria, Matematicas, Universidad Aeronautica en Querétaro
Meéxico

carlos.flores@unag.mx

Resumen

En el presente reporte de investigacion se exponen los resultados de una
investigacion relacionada con los niveles de razonamiento covariacional que exhiben
estudiantes universitarios al describir una situacion donde subyace la funcioén
escalonada con apoyo de SimCalc MathWorlds. La actividad se implement6 en un
ambiente online, mediante el uso de la plataforma Zoom. El marco teorico que se
utilizé para analizar los resultados fue la teoria de razonamiento covariacional de
Carlson. Los participantes en este estudio fueron 10 estudiantes de primer trimestre
de nivel universitario. Como resultado se observo que dos equipos de estudiantes
lograron exhibir el Nivel 3 de razonamiento covariacional y un equipo se quedé en el
nivel 1.

Palabras clave: Educacion Matematica; Razonamiento Covariacional; SimCalc
MathWorlds; Educacion universitaria; Calculo Diferencial; Ensenanza virtual;
México.

Introduccion
Varios investigadores (Vargas, Reyes y Cristobal, 2016; Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y
Hsu, 2002; De Villiers, 1988; Kaput y Roschelle, 2013) han identificado que los estudiantes, de

distintos niveles educativos, exhiben dificultades para interpretar funciones, algunas de ellas de
caracter discreto o constante, asociadas a problemas cercanos a la vida real. Algunas de estas
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dificultades pueden deberse a que estdn acostumbrados a resolver problemas asociados a
funciones monédtonas y continuas (Arleback, 2017); asi como, a la falta de propiciar el desarrollo
de su pensamiento funcional, donde la covariacidon juega un papel importante (Kaput, 2008;
Kaput y Roschelle, 2013). Entre los distintos tipos de funciones en su haber, podemos encontrar
la funcion escalonada.

Investigadores como Vargas, Reyes y Cristobal (2016), Vernaza y Tapia (2013) y De
Villiers (1988) han realizado estudios sobre la ensefianza-aprendizaje del concepto funcion
escalonada y sus conceptos asociados. Por ejemplo, De Villiers (1988) implement6 una actividad
de modelacion de tarifas postales, una de sus conclusiones fue que los estudiantes, generalmente
presentan dificultades para identificar, y representar algebraicamente, las variables que subyacen
en situaciones problema que implican el uso de esta funcion. Vernaza y Tapia (2013), por su
parte, realizaron un estudio sobre planes tarifarios de taxis; sefialaron que los estudiantes suelen
no darles significado a los puntos extremos de los intervalos de una funcion escalon, en sus
distintas representaciones, lo que es fundamental para describir funciones de este tipo.

Estos investigadores sugieren que se disefien mas actividades y se investigue mas sobre la
tematica con el objetivo de apoyar los procesos de ensefianza-aprendizaje de la funcion a trozos.
En este sentido, en la presente investigacion se propone una actividad basada en SimCalc
MathWorlds para identificar y promover el razonamiento covariacional de estudiantes
universitarios. Se busca responder la pregunta de investigacion: ;cuales son los niveles de
razonamiento covariacional que exhibe un grupo de estudiantes de primer trimestre universitario
al involucrarlos en la resolucion de una actividad, relacionada con la funcidn escalonada, con
apoyo de SimCalc MathWorlds?

Desarrollo
Marco tedrico

Para que los estudiantes puedan desarrollar su conocimiento con respecto al concepto de
funcién, deben desarrollar su razonamiento covariacional (Carlson et al., 2002). El razonamiento
covariacional son aquellas “actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos
cantidades que varian mientras que se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con
respecto a la otra” (Carlson et al., 2002, p.124). Carlson et al. (2002) desarrollé un marco que
describe cinco acciones mentales de los estudiantes (Tabla 1). Estas acciones estan asociadas a
cinco niveles de desarrollo del razonamiento covariacional (Tabla 2). De acuerdo con los
investigadores, un estudiante ha obtenido un nivel, si sustenta las acciones mentales del nivel
considerado y las asociadas a los niveles inferiores.

Tabla 1
Acciones mentales del marco conceptual para la covariacion
Accion Descripcion de la accion Comportamientos
Mental (AM) mental
AM1 Coordinacion del valor deuna  Designacion de los ejes con indicaciones verbales de
variable con los cambios en la  coordinacion de las dos variables (e.g., y cambia con
otra cambios en x).

Comunicacion, Superior XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.



Razonamiento covariacional por universitarios al usar SimCalc Mathworlds 3

AM?2 Coordinacion de la direccion del  Construccion de una linea recta creciente.
cambio de una variable con los  Verbalizacion de la consciencia de la direccion del cambio
cambios en la otra variable. del valor de salida mientras se consideran los cambios en el
valor de entrada.
AM3 Coordinacion de la cantidad de  Localizacion de puntos/construccion de rectas secantes.
cambio de una variable con los  Verbalizacion de la consciencia de la cantidad de cambio del
cambios en la otra variable. valor de salida mientras se consideran los cambios en el
valor de entrada.
AMA4 Coordinacion de la razon de Construccion de rectas secantes contiguas para el dominio.

cambio promedio de la funcion ~ Verbalizacién de la consciencia de la razén de cambio del
con los incrementos uniformes  valor de salida (con respecto al valor de entrada) mientras se

del cambio en la variable de consideran incrementos uniformes del valor de entrada.
entrada.
AMS5 Coordinacién de la razon de Construccion de una curva suave con indicaciones claras de

cambio instantanea de la los cambios de concavidad.
funcién con los cambios Verbalizacion de la consciencia de los cambios instantaneos
continuos en la variable en la razon de cambio para todo el dominio de la funcion

independiente para todo el (los puntos de inflexion y la direccion de las concavidades
dominio de la funcion. son correctos).

Nota. Tabla extraida de Carlson et al. (2002, p. 357).

Tabla 2
Marco conceptual para los niveles de la covariacion

Niveles de razonamiento covariacional

El marco conceptual para la covariacion describe cinco niveles de desarrollo de las imdgenes de la covariacion.

Estas iméagenes de covariacion se presentan en términos de las acciones mentales sustentadas por cada imagen.

Nivel 1 (N1). Coordinacion
En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a la accion mental de coordinar
el cambio de una variable con cambios en la otra variable (AM1).

Nivel 2 (N2). Direccion
En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las acciones mentales de coordinar
la direccion del cambio de una de las variables con cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas
como AM1 y AM2 ambas son sustentas por imagenes de N2.

Nivel 3 (N3). Coordinacion cuantitativa
En el nivel de la coordinacién cuantitativa, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las acciones
mentales de coordinar la cantidad de cambio en una variable con cambios en la otra. Las acciones mentales
identificadas como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por las imagenes de N3.

Nivel 4 (N4). Razon Promedio
En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las acciones mentales de
coordinar la razén de cambio promedio de una funcién con cambios uniformes en los valores de entrada de la
variable. La razon de cambio promedio se puede descomponer para coordinar la cantidad de cambio de la
variable resultante con los cambios en la variable de entrada. Las acciones mentales identificadas como AM1
hasta AM4 son sustentadas por imagenes de N4.

Nivel 5 (N5). Razon Instantinea
En el nivel de la razon instantanea, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las acciones mentales de
coordinar la razén de cambio instantanea de una funcion con cambios continuos en la variable de entrada.
Este nivel incluye una consciencia de que la razén de cambio instantdnea resulta de refinamientos mas y mas
pequefios en la razén de cambio promedio. También incluye la consciencia de que el punto de inflexion es
aquel en el que la razén de cambio pasa de ser creciente a decreciente o al contrario. Las acciones mentales
identificadas como AM1 a AMS5 son sustentadas por imagenes de NS.

Nota. Tabla extraida de Carlson et al. (2002, p. 358).
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Metodologia

La investigacion fue de tipo cualitativa. Se utilizo analisis tematico (Braun y Clarke,
2006) porque el interés era reportar los significados que emergieron relacionados con el
razonamiento covariacional de los estudiantes: “el anélisis tematico puede ser un método
esencialista o realista, que reporta experiencias, significados y la realidad de los participantes”
(p. 81). Se utilizaron las seis fases descritas por Braun y Clarke (2006). Los temas que
permitieron la descripcion final de los resultados fueron las acciones mentales y los Niveles de
razonamiento covariacional propuestos por Carlson et al. (2002). El profesor-investigador y un
investigador analizaron por separado los datos y discutieron los hallazgos con base en estos
temas.

La investigacion realizo en el ambiente virtual Zoom, a raiz de la pandemia del COVID-
19. Los participantes fueron 10 estudiantes, de 18 a 20 afios de edad, del primer trimestre de
nivel universitario. Fueron organizados en tres equipos (A, B y C). Cada equipo se integr6 con
tres estudiantes, excepto el equipo C que fue conformado por cuatro estudiantes. El acomodo en
equipo fue por afinidad para promover la interaccion entre los estudiantes; esto porque el
profesor a cargo del grupo sefnald que se caracterizaban por una escasa participacion en clases.
Se conocian poco entre ellos debido a que pertenecian a una generacion de nuevo ingreso en
pandemia COVID-19.

La actividad se apoyo en simulaciones realizadas con el programa Carsz de SimCalc
MathWorlds (Figura 1a), porque de manera dindmica los estudiantes podian observar como se
movia un automévil a partir de una funcion dada (escalonada); revisando asi la covariacion entre
la velocidad y el tiempo. La primera tarea fue describir de manera verbal, en sesion grupal
sincrona, el movimiento del automovil a través de simulaciones. La segunda tarea se realizd en
equipos y consistié en describir en forma escrita otra simulacion dada en video. Para ello se
entrego una hoja de trabajo que contenia preguntas explicitas (Figura 1b).

P g - - e ]

1. (Cudles son las variables que te permiten describir el movimiento del automévil en la grafica?

2. ¢Cuil es la variable independiente y cuil es la variable dependiente?

Tvancit Ll 3. Describe el comportamiento del automévil. Haz uso de la grifica que se observa en el video. Es
decir, describe ; Como varia la velocidad del automévil con respecto al tiempo?

4, (Como varia la velocidad del automovil durante el primer segundo?

5. (Coémo varia la velocidad del automévil entre el segundo 2 al segundo 57

— 6. ;Cuanto cambia la velocidad entre el segundo 5 v el segundo §?

Tima 15ecandn} 7. ¢Cémo describiria en forma algebraica la veloeidad del vehiculo durante todo el recorrido que se

unsién sslecsionada Caros
""""""" - TS M ke e e observa en la simulacién?

(a) (b)
Figura 1. Simulacion del Programa Carsz de SimCalc MathWorlds y Hoja de Trabajo.

Las fases fueron:
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a) Discusion grupal sincrona de dos simulaciones generadas por el profesor-investigador,
quien fungié como guia de la reflexion grupal mediante preguntas.

b) Trabajo en equipo para resolver la hoja de trabajo (Figura 1b) compuesta por preguntas
que se respondian al analizar una video grabacion de una simulacién realizada con el
programa Carsz de SimCalc MathWorlds. Cada estudiante tuvo acceso a esta
videograbacion a través de un archivo de Drive que pudo abrir en su propio equipo en
casa.

c) Cierre de la sesion.

La implementacion de la actividad se llevé a cabo durante un periodo de 90 minutos. Se
recopilaron datos de videos, reportes de los estudiantes y notas del profesor-investigador.

Resultados

Los resultados se describen en dos etapas. En la primera se observa como los estudiantes
exhibieron acciones mentales 1, 2 y 3. Los estudiantes describieron el movimiento del automovil
en términos de velocidad en funcion del tiempo. En la segunda etapa todos los estudiantes
tuvieron la oportunidad de participar en sus equipos y proponer sus descripciones con base en el
video. Se observo que el equipo 1 exhibid nivel 1 de razonamiento covariacional. En cambio, los
equipos 2 y 3 exhibieron un nivel 3. En seguida, se describen en detalle los resultados.

Etapa 1: Simulacion de carzs de simcalc mathworlds

Durante la sesion grupal, el profesor-investigador solicité a los estudiantes describir la
simulacion (Figura 1) y la grafica, con el objetivo de identificar sus acciones mentales. Los
estudiantes que participaron describieron cualitativamente el grafico de la velocidad promedio
contra el tiempo mediante el uso de conceptos distintos. Por ejemplo, un estudiante comento:

A;: Es la velocidad con la que se mueve el automoévil conforme pasan los segundos (AM1).

El estudiante A; coordind el valor de la variable velocidad con los cambios en la velocidad contra el
tiempo, lo cual corresponde a AM1. Mientras que, B, dijo:

B,: En los primeros dos segundos, su velocidad es cero y no hay movimiento (AM1 y AM3).

El estudiante B, no solo coordind el valor de la variable velocidad con los cambios con
respecto al tiempo (AM1), coordind la direccion del cambio de la variable velocidad con los
cambios en la variable tiempo (AM2) y coordind la cantidad de cambio entre ambas variables
(AM3) al sefialar la velocidad del automovil y su falta de movimiento durante un periodo.

Etapa 2: Resolucion de la hoja de trabajo por equipos

Posterior a la descripcion de la simulacion, se solicito a los estudiantes que respondieran
las preguntas de la hoja de trabajo (Figura 1b) mediante la simulacién dada en video.

Nivel de razonamiento del equipo A. El equipo tuvo dificultades para contestar las tres
primeras preguntas de la hoja de trabajo. Pero, en sus descripciones, para responder la pregunta
tres (Figura 2), se denota la identificacion y el uso de las variables velocidad y tiempo para
describir el comportamiento del automovil, no sin dificultades para hacerlo (AM1).
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R: la velocidad por conforme al tiempo va disminuyendo poco a poco hasta llegar a un punto
neutro donde ya no avanza por conforme va avanzando el tiempo aumenta atn mas la velocidad
con como aumenta el tiempo

Figura 2. Respuesta a la tercera pregunta de la hoja de trabajo por el equipo A.

El equipo afirmé que tenia que hacer uso de alguna férmula para responder la pregunta
siete y en su hoja de trabajo escribié V:T/A v = T * A. Sin embargo, como puede observarse en
la Figura 3, no utiliz6 esta expresion algebraica al escribir la funcion escalonada. En su lugar, se
observa la relacion f(x) = y. Quizas usaron “y” para representar que la velocidad era constante
en algunos intervalos, ya que enseguida sefialaron que f (x) tomaba varios valores constantes.

Podemos decir que el equipo A exhibi6 N1.

todo el recarrido que se observa en la simulacién?
fix)=y

flx)=
7. éComo describiria en forme algebraica la velocidad del vehiculo durante todo el recorrido que

se observa en la simulacion?
VI/A vT*A

WMo PNONBED D

=,

Figura 3. Respuesta a la séptima pregunta de la hoja de trabajo por el equipo A.

Nivel de razonamiento del equipo B. Este equipo, al responder las preguntas de su hoja
de trabajo, identifico y escribid las variables involucradas (Figura 4) en la situacion (AM1).
Describi6 de forma cualitativa el movimiento del vehiculo, aunque en lugar de senalar las
velocidades constantes por intervalos de tiempo, senal6 que la velocidad del automévil iba
disminuyendo y aumentando.

Figura 4. Respuesta a la segunda y tercera pregunta de la hoja de trabajo por el equipo B.

El equipo B construy6 una funcién escalonada para describir el comportamiento del
vehiculo (AM2 y AM3). Podemos decir que el equipo B exhibid N3, no obstante, tuvo
dificultades para escribir la funcion y usar la notacion convencional, pues en lugar de escribir los
valores que la velocidad (v) tomaba respecto al tiempo (x) ordend de manera descendente los
valores que tomaba v(x) independientemente del valor de x (Figura 5).
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Figura 5. Respuesta a la séptima pregunta de la hoja de trabajo por el equipo B.

Nivel de razonamiento del equipo C. El equipo identificé las variables inmersas en la
simulacion (Figura 6a), velocidad y tiempo; asi como las unidades de medida de cada una:
metros por segundo y segundos (AM1). Describié de manera adecuada y en forma cualitativa el
comportamiento de la funcién escalonada asociada al movimiento del vehiculo (AM2 y AM3).
El equipo C logro escribir la funcidon escalonada algebraicamente (Figura 6b). Podemos decir que
el equipo C exhibi6 N3.

18 O<t<2
8 2<t<4
4 Ad<t<b
2 Be<t<d

Vit)= — 0 8<t<10 V(t) es la velocidad
promedio y t es el

2 10<t<12 ‘
tiempo

6 12«t<14
8 14<t<16

18 16<t<18

(a) (b)

Figura 6. Respuestas a las tres primeras preguntas y a la séptima pregunta de la hoja de trabajo por el equipo C.

En resumen, los resultados son los siguientes (Tabla 3).

Tabla 3
Acciones Mentales y Niveles de Razonamiento Covariacional de los Equipos A, By C
Equipos AM 1 AM 2 AM 3 Niveles de Razonamiento Covariacional
A v N1
B,C v v v N3

Cierre de la sesion

Los equipos presentaron al final de la sesion sus respuestas. El profesor-investigador
retom¢ las participaciones y promovi6 reflexion sobre ellas, mediante una discusion grupal. El
énfasis se puso en la funcion escalonada y algunos de los conceptos matematicos relacionados.

En esta discusion, se observéd que aun cuando los equipos tuvieron dificultades para
escribir la funcion escalonada en su forma algebraica, gracias a la simulacion los estudiantes
pudieron describir de manera general y verbal el comportamiento del automévil a partir de la
simulacion. Los equipos comentaron al profesor-investigador que describir el comportamiento
del vehiculo no fue sencillo porque no estaban acostumbrados a resolver problemas en contexto
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que implicaran el uso de funciones escalonadas, pero que les gusto. Esto ultimo coincide con lo
encontrado por Kaput y Roschelle (2013) respecto a que algunas dificultades de los estudiantes
pueden deberse a que en la escuela no se promueve la resolucion de tareas o problemas
relacionados con funciones definidas a trozos y, ademads, posiblemente cuando se hace, se
utilizan ambientes estaticos de lapiz y papel.

Conclusiones

Respecto a la pregunta de investigacion planteada en este reporte, podemos concluir lo
siguiente. Las respuestas denotaron que el equipo A tuvo dificultades para identificar las
variables involucradas y describir el movimiento del vehiculo, lo cual nos condujo a clasificarlos
como de Nivel 1 de razonamiento covariacional (AM1). Por otra parte, se observé que los
estudiantes de los equipos B y C exhibieron Nivel 3, pues identificaron las variables requeridas
para describir el movimiento del vehiculo (AM1) y las relacionaron de manera cualitativa y
cuantitativa para explicar el comportamiento, mediante una funcioén escalonada (AM1 y AM2).
Concluimos al igual que investigadores sefialados en este documento, que atn en el nivel
universitario los estudiantes exhiben bajos niveles de razonamiento covariacional. Quizas se
deba a la escasez de experiencias en el aula donde se razone sobre el comportamiento de eventos
dindmicos.
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