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Resumen

En esta comunicacion breve, se presenta un estudio historiografico, donde se resalta
el papel determinante de los sistemas de representacion presentes en la evolucion
historica del concepto de numero, en particular, la potencia del sistema de
representacion decimal indo- aradbigo en la instauracion de los numeros reales, el
cual captura diferentes aspectos de los sistemas numéricos desarrollados en las
antiguas civilizaciones, permitiendo establecer algoritmos operativos para los
nameros racionales. Se hace énfasis en la construccion de los nimeros reales de
Georg Cantor, quien fundamenta su teoria por medio de las sucesiones
fundamentales de nimeros racionales, donde se evidencia que la sucesion muestra
un procedimiento algoritmico para aproximar un numero irracional por medio de su
representacion decimal, lo que permite incorporar a los niimeros reales por medio
de sucesiones fundamentales.

Palabras clave: Evolucion del concepto de numero; Numeros reales; Sistema de
representacion; Sistema de representacion decimal; Sucesiones fundamentales.
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Planteamiento del problema

La nocion de representacion ha jugado un papel importante en el desarrollo historico de
las matematicas, en particular en las diferentes etapas de la evolucion historica del concepto de
numero, ya que se necesitaron miles de afios para consolidar e implementar formas efectivas de
referir formalmente las actividades de ordenar, contar y medir a través de sistemas numéricos. En
este largo recorrido historico se puede observar que los multiples sistemas de representacion que
se construyeron en las antiguas civilizaciones como la numeracion egipcia que tenia un sistema
de numeracion aditivo y la numeracion romana que combinaba el aditivo y decimal por nombrar
algunas, lograron representar las cantidades por medio de jeroglificos o simbolos relacionados a
su cultura y a establecer algoritmos operativos con los cuales se lograban realizar las operaciones
basicas (adicidn, sustraccion, multiplicacion y division). Sin embargo, dichos sistemas de
numeracion se vieron limitados al momento de representar y operar con cantidades muy grandes,
demandando un sistema de numeracion mas practico, mediante el cual se lograra representar los
numeros, con un numero determinado de simbolos basicos. A través del sistema de numeracion
decimal indo-arabigo se alcanza ese objetivo, ya que logra capturar diferentes aspectos de los
sistemas numéricos, desarrollados en las antiguas civilizaciones, mediante la implementacion de
los agrupamientos regulares, el principio de la base 10, el valor posicional y la introduccién de la
cifra cero como numero, permitiendo la representacion de cualquier cantidad o fraccion de la
cantidad, utilizando solo los numerales del cero al nueve. Es en este sentido, que el sistema de
numeracion indo-arabigo, juega un papel determinante en el desarrollo de las matematicas,
particularmente en la construccion de los niumeros reales, pues permite brindarles estatuto
numeérico a las fracciones, incluso aquellas que se representan con un ntimero infinito de
decimales.

Posteriormente, la representacion decimal se vuelve muy potente para establecer
diferencias entre los nimeros, en este caso, los nimeros racionales de los irracionales. Para los
numeros racionales se obtiene una representacional decimal finita o infinita periddica y para los
nameros irracionales una representacion decimal infinita no periddica. Sin embargo, esta
representacion no es suficiente para el reconocimiento de los numeros irracionales, pero puede
ser un primer acercamiento a ellos, que mas adelante sirve para reconocer las diferentes
construcciones de los numeros irracionales. Por ende, el interés de esta ponencia es resaltar por
medio de una revision historica, el papel determinante de algunos sistemas de representacion, en
particular, la potencia del sistema de representacion decimal indo-arabigo en la instauracion de
los niimeros reales de Georg Cantor. Por tal motivo, nos preguntamos: ;Cuél es la importancia
historica de la representacion decimal en el proceso de formalizacion de los nimeros
reales?

Metodologia

Para dar respuesta a la pregunta de investigacion y a los objetivos planteados
anteriormente, se hizo la revision de multiples documentos, los cuales fueron analizados teniendo
en cuenta el método hermenéutico, el cual consiste en la lectura, analisis e interpretacion de
fuentes primarias que fueron seleccionadas por su relacion y pertinencia con el problema y
objetivos de la investigacion. Se utilizaron fuentes secundarias para complementar la
comprension y analisis de las fuentes primarias. La lectura y andlisis de los diferentes
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documentos se realiz6 teniendo como referencia la nocioén de representacion, pues se trataba de
evidenciar que se podria establecer elementos de causalidad y de sintesis teorica, a partir de las
diversas representaciones que histéricamente se pueden reconocer.

En la siguiente tabla, se presentan las fuentes primarias, el aporte a la investigacion, las
fuentes secundarias principales que se utilizaron para la complementacién y el objetivo

especifico que se quiere abordar con los documentos.

Tabla 1. Fuentes primarias y secundarias

Objetivo Fuente primaria Autor Aporte a la Fuentes secundarias
investigacion
Apunta al Semiosis y Raymond  Sustenta la idea que e (Duval, 1993)
primer pensamiento Duval las representaciones e (Kaput, 1987)
objetivo humano. (2004) semioticas se pueden e (Radford, 2013)
especifico. Registros considerar como
semioticos y herramientas para
aprendizajes producir nuevo
intelectuales conocimiento.
Las cifras. Georges Contribuye a la e (Guadi, 2000)
Historia de una Ifrah construccion de la e (Kline, 1992)
gran invencion (1985) historiografia de los e (Lopez, 2010)
sistemas numericos, e (Ugarte, 2011)
con el fin de resaltar la
Apuntan al importancia de la
segundo representacion decimal
objetivo en la instauracion de
especifico. algoritmos operativos.
Elementos Euclides Es uno de los tratados
(1991) mas importantes que

logra sintetizar los
trabajos realizados por
los griegos;
contribuyen a
comprender los inicios
de la historia de las
matematicas. En el
libro X, que trata sobre
las magnitudes
inconmensurables, se
rastrean algunas
intuiciones sobre los
ntmeros irracionales,
dando algunas bases
para la formalizacion
de los numeros reales
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Curso de andlisis ~ Agustin Establece formalmente e (Recalde &
Cauchy la nocién de Vargas, 2009)
(1821) convergencia de e (Mora &
Apuntan al sucesiones. Plantea la Torres, 2004)
tercer convergencia de las e (Recalde &
objetivo sucesiones Arbelaez, 2011)
especifico. fundamentales, e (Recalde, 2018)
llamadas asi por
Cantor, pero que luego
se denominaran
“sucesiones de
Cauchy”.
Uber die Georg Fundamenta su teoria
Ausdehnung eines Cantor de los niimeros reales,
Satzes aus der (1872) en sucesiones de

Theorie der
trigonometrischen
Reihen

nameros racionales

{ay,ay,...,an,....},
las cuales denomino
sucesiones
fundamentales.

Por ende, la investigacion se realizo mediante un estudio historiografico, el cual se
analiz6 por medio de las multiples representaciones que surgieron en la evolucion histérica de
los niimeros reales, siendo la representacion decimal el hilo conductor de la investigacion.

Analisis

Uno de los antecedentes importantes en el proceso de formalizacion de los nimeros
reales, se puede localizar en los desarrollado del matematico suizo Leonard Euler (1707-1783),
con respecto a las fracciones continuas. Euler clasifica en dos tipos las fracciones continuas, las
que son finitas y las que son infinitas, las cuales se pueden expresar respectivamente como:

ap +

ya0+ 1 )

donde ay, ay, a,, ...
por los nimeros positivos.

Por ejemplo:

1
Aoy + —
n—1 a,
, Ay, --- SON NUMeros enteros positivos, asi que Euler s6lo se preocupa

as +

a4_ +

.y . 29 . . . ..
a. Para encontrar la fraccion continua de - realizamos el siguiente procedimiento:

e Dividimos 29 entre 6. Por el algoritmo de la division de Euclides tenemos que:

29=6-4+5

g 29 64 5 5
e Dividimos entre 6 y obtenemos que: ~ =g t:= 4 + .

e Ahora, dividimos 6 entre 5 y obtenemos que 6 =5-1+1
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e Dividimos entre 5 y obtenemos que: g = % + % =1+ %
-1 -1
e Elevamos a ambos lados por -1: (g) = (1 + i)
5 1
6 ., 1
1+g 5
e Al reemplazar el valor de p obtenemos que:
29 4 1
ot

1+§

., . .29 , .
Como la fraccion continua es finita, ~ €8 un numero racional.
. . ., . . 29
A continuacion, se muestra que la fraccion continua finita de - se puede representar por

medio de la representacion decimal.

29 1 1 5
— =4+ ——==4+—=4+—-=4+0.83333333333333 = 4,0.8333333333333333
6 1 6 6
1+3 5
Es decir, que gracias al algoritmo de Euclides se va enmarcando la representacion
decimal de una fraccion continua finita.

Para el caso de las fracciones continuas infinitas, el procedimiento es mas complicado,
sin embargo, se proporciona el siguiente ejemplo.

b. Fraccién continua del nimero /2.

1
V2=1+ T
2t — 71—
2+ —
2+ o3
Como la fraccion continua de V2 es infinita, entonces V2 es un niimero irracional.

Por ende, para encontrar su representacion decimal, tbmanos los primeros cuatro términos
como se muestra a continuacion:

1

VZrl+—s~1+4
245

2
V2 =1 1 ~ 1 ~1 ~1 1~1 5~14166
M1t ———g—~ 1+ t—— Rl el

1 2
2+—1 2+E 2+§ =

2

1

2
z1+§z1+0.4%1,4

[NSR &, [

~ 1,413793
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1 1 1 1
V2~1+ - ~1+ —~lt————~ 1+ — =
24— 24— 24 —— 2+ 55
T T T 29
24— 24 —— 2+ =
T T 12 12
24— 2+ = =
243 2 >
2 2
Ly b e 14—~ 14~ 140~ 1,41428571
RS S VA S A T R
29 29 29 29

12
Se observa que entre mas términos se tomen, se podra obtener una mejor aproximacion
del ntimero irracional V2.

Gracias a la teoria de las fracciones continuas, obtenemos otro tipo de representacion para
los niimeros racionales e irracionales, el cual nos permite diferenciarlos. Por tal motivo, podemos
decir que las fracciones continuas guardan informacién sobre la naturaleza del nimero. Las
fracciones continuas permiten dimensionar una construccion de los nimeros reales, esto es,
porque gracias a ellas, a los racionales se les asocia las fracciones continuas finitas y a los
irracionales, las fracciones continuas infinitas (Recalde & Vargas, 2009).

El Axioma 10 de completitud, permite introducir los numeros irracionales, en un proceso
ligado directamente con la representacion decimal. De esta manera, a partir del cero, 0 y del uno,
1, se empiezan a generar los numeros enteros positivos, Z*, los enteros negativos, Z~y los
enteros no negativos, Zg = Z* U {0}, los nimeros racionales, Q. Esto nos permite retomar la
representacion decimal como herramienta de reconocimiento y de operatividad de los nimeros
reales, de acuerdo con el siguiente proceso.

Definicion: Sea el nimero racional 7:

donde a, es un nimero entero no negativo, y a4, a,,...a, son numeros enteros, tales que:

0 <a; £9,para 1 <i <n,entonces 7 se expresa de la forma:
T = ay.a10,a3 Ay, la cual se denomina la representacion decimal finita de r.

A partir de la representacion decimal finita podemos establecer la representacion de
cualquier numero real, tomando como referencia el Axioma 10, del extremo superior.

Teorema: Sea r = 0 un numero real, entonces, para todo nimero entero n = 1, existe un
decimal finito ,, = ay.a,a,a3 - a, tal que, 1, < 1 < 144.

Podemos obtener dos aproximaciones de un numero irracional x, tomando n lo
suficientemente grande: Una aproximacién por exceso y la otra por defecto.
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Por ejemplo, si consideramos a x = /2, podremos calcular tantos digitos como se quiera
de su aproximacion decimal. Para ello, vamos a partir de la siguiente desigualdad:

(1.4)? < 2 < (1.5)?
Lo cual implica que:

14 <2< 15
4 5
1+E+<\/§<1+ﬁ

Entonces, si subdividimos en 10 partes iguales al segmento que vade 1 + 14—0 al+ %,

: ) 1
obtenemos intervalos de medida o

Para encontrar el intervalo en donde se encuentre v/2, vamos a considerar la siguiente
desigualdad:

4 12 4 22

(1 +E+F) <2< (1+E+F) .

Lo que implica que (1.41)? < 2 < (1.42)? y al resolver los cuadrados, obtenemos que
1,9881 < 2 < 2,0164, por consiguiente, el nimero 2 se encuentra entre (1.41)? y (1.42)? y se
cumple que,

1.41 <2 < 1.42.

Si deseamos mas digitos de la representacion decimal de v/2, basta con repetir el anterior
procedimiento una cantidad finita de veces, donde se obtiene una sucesion de intervalos de
longitud #, #, ..., respectivamente. Cada intervalo esta contenido en el anterior, por ende,
cada uno de los intervalos contiene a x.

Es asi, como se pueden obtener las primeras tres aproximaciones sucesivas del namero
irracional /2.

141 <2 < 142, 1.414 < V2 < 1.415, 1.4142 <2 < 1.4143

Si el namero es racional, la expansion decimal es finita o periodica, lo que significa que
es posible establecer completamente su representacion. El problema se presenta para los nimeros
irracionales. El teorema nos muestra que es posible aproximarlo, tanto como se quiera, a través
de racionales, es decir, a través de una sucesion de racionales, que justamente corresponde al
proceso seguido por Cantor para la construccion de los nimeros reales.

Conclusiones

La revision histdrica empieza en la antigiiedad griega, en el contexto de la escuela
pitagorica, nos percatamos de la existencia de las magnitudes inconmensurables que constituyen
un antecedente lejano de los numeros irracionales. Gracias al algoritmo de Euclides se visualiza
que las magnitudes inconmensurables tienen asidero en la representacion decimal, ya que se va
enmarcando la representacion decimal periodica y decimal infinita no periddica. Posteriormente,
en los estudios de Euler se identifica una contribucion significativa al aspecto operativo
estableciendo la teoria de las fracciones continuas. Se muestra que las fracciones continuas
guardan informacion sobre la naturaleza de los nimeros, permitiendo bosquejar una construccion
de los nimeros reales, al mostrar que todo nimero racional se puede representar con una fraccioén
continua finita y que todo niimero irracional se puede representar con una fraccion continua
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infinita, lo cual guarda relacion directa con la representacion decimal, en el sentido que establece
una forma de representacion de los nimeros irracionales a partir de los racionales.

En este sentido, la representacion decimal constituye un elemento de causalidad muy
importante para los desarrollos posteriores realizados por Cantor y Dedekind sobre los nimeros
reales. Sin embargo, en la ponencia, se hace énfasis en la construccion formal de los nimeros
reales de Georg Cantor, quien fundamenta su teoria por medio de las sucesiones fundamentales
de los niimeros racionales, donde se evidencia que la sucesion muestra un procedimiento
algoritmico para aproximar a un niumero irracional por medio de su representacion decimal, lo
que permite incorporar a los nimeros reales por medio de sucesiones fundamentales.
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